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Un maestro afecta la eternidad; solo él puede.decir dc
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<g/)

Encuadre

Propdsito

Desarrollar las competencias necesarias para el aprendizaje de las Mateméaticas en los
estudiantes de Bachillerato Tecnolégico, en los planteles de la DGETI de la Republica Mexicana,
y que le permita lograr el perfil de egreso que exigen los nuevos tiempos, enfrentando la
contingencia actual por el SARS-CoV-2 en su permanencia en casa. Cada manual esta disefiado,
principalmente, para los alumnos con falta de recursos y/o conectividad para que puedan seguir
con sus clases desde casa, asi mismo, es muy practico para trabajar con los alumnos que si
cuentan con los recursos para llevar sus clases en linea, y como apoyo al docente titular de las
asignaturas para propiciar en el alumno, aln en la distancia, el interés de dirigir su automotivacion
hacia el aprendizaje autodidacta de los contenidos de los programas de estudio vigentes de las
asignaturas de Matematicas de bachillerato en el plan nacional educativo, a través de la
construccién de su propio conocimiento y la aplicacion pertinente de ellos en su contexto personal
y su vida cotidiana desde una 6ptica critico-analitica del pensamiento individual.

Marco teorico

Los seres humanos somos capaces de conocer el mundo a través del lenguaje, del
analisis l6gico-matematico, de la representacion espacial, del pensamiento musical, del uso del
cuerpo para resolver problemas o hacer cosas, de la propia interpretacién del universo, a
interrelacion con los demas individuos y de una auto comprension de nosotros mismos. Donde
los individuos se diferencian en el nivel e intensidad de sus habilidades y en las formas en que
recurre a esas mismas y se les combina para llevar a cabo diferentes labores, para solucionar
diversos problemas y progresar en distintos ambitos.

Las personas aprenden, representan y utilizan el saber de muchos y diferentes modos,
estas diferencias desafian al sistema educativo, que hoy en dia lucha por contraponerse a las
ideas erréneas de que todo el mundo puede aprender los mismos conocimientos, las mismas
disciplinas y del mismo modo y que basta con una medida uniforme y universal para poner a
prueba el aprendizaje de los alumnos.

Los procesos de aprendizaje de las matematicas requieren de estrategias que permitan
al alumno que las competencias que son adquiridas en la escuela se sitlen en un ambiente
cotidiano para relacionar, interpretar inferir y aplicar los saberes a la resolucion de problemas.

El desarrollo de habilidades, destrezas y actitudes se relaciona directamente con las
condiciones que se deben dar para lograr que los aprendizajes en el estudiante sean significativos
y lo mas funcional posible.

El proceso de evaluacion de las competencias consiste en utilizar los medios que permitan
a los alumnos reconocer si los esquemas de actuacion aprendidos le son de utilidad, a tal grado
gue le sirvan para intervenir correctamente ante una situacion problemética planteada en la
cotidianidad.
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Marco referencial

Al analizar los procesos de aprendizaje de las mateméticas, es posible percatarse que los
alumnos han experimentado una serie de estrategias por parte de los docentes para que las
competencias las transfieran en situaciones de la vida real. Esto exige relacionar, interpretar,
inferir, interpolar, inventar, y aplicar los saberes a la resoluciébn de problemas, mediante la
intervencion en la realidad reflexionando y actuando sobre la accién y reaccionando con
responsabilidad ante situaciones imprevistas o contingentes.

El aprendizaje por competencias esta directamente relacionado con las condiciones que
deben darse para que los aprendizajes sean los mas significativos, situados y funcionales
posibles.

La evaluacién del aprendizaje de competencias responde a la evaluacién de contenidos;
pero no toda la evaluacion esta referida a ello. Si consideramos que la evaluacion es un aspecto
complejo donde convergen diferentes dimensiones, entonces debemos considerar que estan
implicados procesos de evaluacion también complejos.

El proceso de evaluacion de las competencias consistira en utilizar los medios que
permitan reconocer si los esquemas de actuacion emprendidos por el estudiante pueden serle de
utilidad para superar situaciones reales en contextos concretos lo mas aproximados a la realidad;
para evaluarla es necesario tener datos fiables sobre el grado de aprendizaje de cada estudiante
con relacion a la competencia implicada, para ello se requiere el uso de instrumentos y medios
diversos en funcién de las caracteristicas propias de cada competencia y los distintos contextos
donde ésta debe o puede llevarse a cabo.

Dado que las competencias estan constituidas por uno o0 mas contenidos de aprendizaje,
es necesario identificar los indicadores de logro para cada uno de ellos, pero integrados o que se
puedan integrar en la competencia correspondiente y el medio para conocer el grado de su
aprendizaje sera la intervencion del estudiante ante la situacidon problematica planteada. La
evaluacién bajo el enfoque de competencias no solo implica evaluar el resultado del aprendizaje
del alumno, también el proceso de ensefianza-aprendizaje, por lo que conlleva a que en paralelo
también el facilitador va desarrollando, aprendiendo y evaluando bajo el enfoque de
competencias, su propia praxis educativa.

Caracteristicas del curso

El curso tal y como aparece en este manual, pretende abarcar los aprendizajes esenciales
que le sean Utiles al alumno del semestre correspondiente de bachillerato, en los horarios
asignados por las autoridades directivas de cada plantel a los titulares de la asignatura. La
modalidad del curso es a distancia, es decir, utilizando las herramientas digitales que le permitan
al docente comunicarse en el marco de la presente contingencia por la pandemia e interactuar
con sus alumnos no teniéndolos presentes fisicamente. No obstante, considerando que existen
alumnos que no cuentan con los recursos y/o conectividad para sus clases en linea, este manual
va dirigido a ellos principalmente.

Los manuales estan estratégicamente diseflados para propiciar un aprendizaje
autodidacta para quienes no cuentan con los recursos y/o conectividad, asi como la participacion
activa de quienes llevan sus clases en la modalidad en linea, la cual implica un compromiso entre
el facilitador y los alumnos para alcanzar los objetivos del curso. Asimismo, las etapas de
apertura, desarrollo y cierre, asi como las actividades de contextualizacion y transversalidad y el
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tipo de ejercicios, permitira crear las condiciones para estimular un trabajo en el que prevalezca
la intencion comprometida de cada uno de los participantes, para analizar y extraer las
caracteristicas méas relevantes de las situaciones problematicas; discutir y encontrar formas de
solucién de los problemas y elegir, entre ellas, las més eficaces, asi como fundamentar, en todo
momento, el porqué de la estrategia de solucion.

Un escenario de este tipo pretende crear las condiciones que propician aprendizajes
significativos desde la distancia, donde lo més importante radica en ser consciente de lo que se
hace y para qué se hace, y no s6lo de solucionar el problema. En esta perspectiva, el docente
esta comprometido a supervisar de manera permanente el trabajo de sus alumnos, orientar y
retroalimentar los contenidos que se requieran en plenarias, o en especial individualizacion,
respetando los procesos de discusion y los argumentos que conduzcan al entendimiento y
solucion de los ejercicios, atender las dudas individuales y propiciar, siempre, la participacion
activa y comprometida de los estudiantes. Asimismo, el titular debera realizar las siguientes
actividades:

1. Al inicio del curso, el facilitador creara la herramienta digital que considere
pertinente (Zoom, Google Meet, Classroom, WhatsApp, correo electrénico, etc.) y
cerciorarse que esté incluida la totalidad de sus alumnos en sus grupos escolares
correspondientes.

2. Ya creados los grupos digitales, realizar una dinamica para tratar de
conocer a sus alumnos y explicar los objetivos del curso, duracion, desarrollo, evaluacion
y compromisos que se adquieren al asistir al mismo.

3. Podra hacer uso de la metodologia del aula inversa a través de videos que
ilustren el desarrollo de las actividades a realizar en cada sesién del curso. Dichos videos
han sido seleccionados de la plataforma Khan Academy y YouTube y seran analizados
por los alumnos el dia anterior como una actividad extra clase a la sesién correspondiente
de cada uno de los temas.

4, Apertura de sesiones. Se recomienda que la apertura se realice con el pase
de lista y la resolucién de la tarea diaria. Retroalimentando los errores identificados y
aclarando dudas.

5. Cierre de sesiones. El cierre se realizard con una pregunta y los
comentarios que de ella se deriven. Las preguntas pueden ser: ¢ Qué aprendimos el dia
de hoy? ¢ Cual fue el error mas grave que cometimos y cémo lo resolvimos?, entre otras.

6. Asesoria y seguimiento del desempefio de alumnos en la resolucion de
ejercicios para el aprendizaje y habilidad matematica, marcando un tiempo para su
realizaciéon individual, al término del cual se preguntara quiénes han concluido,
socializando en plenaria las soluciones.

7. Incluir en clase los Retos Transversales y las lecciones Construye T
correspondientes a la asignatura y desarrollarlos, considerando una calificacién
ponderada formativa y sumativa.

8. Considerando la situacion especial de contingencia por la pandemia del

Covid 19, se podra omitir la coevaluacion y autoevaluacion de los alumnos. Al término del
curso, el docente evaluara en una escala de 0 a 10, los siguientes aspectos:
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ACumplimiento de los objetivos del curso.

ADominio de los contenidos.

ACumplimiento individual de las tareas, trabajos y evaluaciones en tiempo y forma. (Salvo
casos especiales y no conectados)

9. Esta obra se hara llegar a los alumnos por los medios que dispongan en el
contexto de cada region del pais, tratando de abarcar la totalidad de la poblacién de
estudiantes de la DGETI. Para ello, en los planteles se estableceran los mecanismos para
gue se lleve a cabo una interaccion favorable entre maestros y alumnos, a fin de dar
seguimiento a los avances que tengan los jévenes y establecer los criterios de evaluacion
que se consideren viables de acuerdo con las circunstancias de cada region, en el marco
de la contingencia actual.

Recomendaciones para la imparticion del curso

Este material contempla en su estructura una serie estrategias didacticas y ejercicios con un
grado de complejidad gradual ascendente, cuyo principal propdésito es que los procedimientos
para su resolucién y respuestas sirvan de parametro a todos los involucrados en el proceso
educativo, para emitir una opinién basada en el analisis de su alcance e importancia de
desarrollarse siguiendo un razonamiento l6gico-matemético.

Debido a la trascendencia académica del curso sugerimos tomar en cuenta las siguientes
recomendaciones:

1. Los ejercicios tienen un grado de complejidad ascendente, por lo que es recomendable que el
docente informe a los alumnos sobre el impacto que tiene cada habilidad en el aprovechamiento
escolar; de igual forma es pertinente que si observa en el grupo dificultades en alguna habilidad
la ejercite hasta que se domine, o en su defecto, brinde la oportunidad al estudiante de
desarrollarla en otro espacio (plataforma Khan Academy, por ejemplo), o la estrategia que el
considere pertinente.

2. El docente podra grabar sus propios videos explicativos, proporcionar links de videos y textos
explicativos de los temas, tutoriales, etc. con el propésito de que el estudiante tenga los recursos
suficientes para la adquisicion de las competencias y aclaracién de posibles dudas en los
contenidos.

5. Proporcionar al alumno y si es posible a los padres de familia (grupo de Whats App), los
aspectos a considerar en la evaluacion y su promedio parcial y final a tiempo para que tenga
oportunidad de prepararse y regularizarse, de ser necesario.

6. Se debe tener consideracion y empatia con aquellos alumnos que no tengan el recurso de
conectarse diariamente y tratar de localizarlos con medios que estén al alcance de sus
posibilidades y dandoles la oportunidad de trabajar o regularizarse en las condiciones que le
favorezcan. Como, por ejemplo, ponerse de acuerdo en entregar tareas o evaluaciones en un
punto de reunién fisica, por excepcion y siguiendo las consideraciones de la contingencia.
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Competencias a desarrollar en el curso

COMPETENCIA

ATRIBUTOS

1. Se conoce y valora asi mismo y aborda
problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

1. Enfrentan las dificultades que se le presentany
es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.

2. ldentifica sus emociones, las maneja de manera
constructiva y reconoce la necesidad de solicitar
apoyo ante una situacion gue lo rebase.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes
pertinentes en distintos contextos,
mediante la utilizacion de medios, codigos
y herramientas apropiadas.

1. Expresa ideas y conceptos mediante
representaciones linguisticas, matematicas o
graficas.

2. Aplica distintas estrategias comunicativas
segun quienes sean sus interlocutores, el contexto
en gue se encuentra y los objetivos que persigue.

5. Desarrolla innovaciones y propone
soluciones a problemas a partir de
métodos establecidos.

1. Sigue instrucciones y procedimientos de
manera reflexiva, comprendiendo como cada uno
de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

6. Utiliza las TIC para procesar e interpretar
informacion.

8. Participa y colabora de manera efectiva
en equipos diversos.

2. Aporta puntos de vista con apertura y considera
los de otras personas de manera reflexiva.

3. Asume una actitud constructiva, congruente con
los conocimientos y habilidades con los que
cuenta dentro de distintos grupos de trabajo.

DGETI
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Introduccidon

Debido a la presente prolongacion del confinamiento social por la pandemia del SARS-CoV-2,
una vez mas las autoridades de la Secretaria de Educacién Publica de México, han optado por
la apertura de las clases a distancia en todos los niveles educativos, aprovechando los medios
electronicos actuales para que los docentes puedan desarrollar su catedra de manera digital,
teniendo comunicacién con sus grupos de alumnos y asi poder desarrollar las estrategias
pertinentes que le permitan al estudiante alcanzar, en lo mayor posible, las competencias
establecidas en los planes y programas de estudio nacionales.

Este manual representa la segunda edicion (el primer manual fue generado de manera emergente
por la Academia Nacional de Matematicas, al iniciar la suspension de clases presenciales en el
pais, en marzo del 2020 y se enfocé en su momento en cubrir los aprendizajes esenciales del
segundo y tercer periodo parcial del semestre que quedaban pendientes, ya que el primer parcial
se alcanzé a realizar de manera presencial en las aulas). Para ésta edicion se incorporan las
actividades propuestas para el primer periodo parcial, determinados por la Academia Nacional de
Matematicas, con el propésito de establecer los Aprendizajes Esenciales que se requieren de
ésta asignatura en la formacién de los alumnos de bachillerato de la DGETI.

Se trata de una estrategia didactica que les permitira a los estudiantes de bachillerato de este
subsistema, tanto para los que cuentan con recursos para la modalidad en linea o para los que
no, adquirir las competencias necesarias a partir de la recuperacién de los conocimientos previos
y la construccion de aprendizajes elementales, para continuar con su desarrollo y formacién
académica a través de la adquisicion del sentido numérico, con el cual pueda transitar
eficientemente hacia el manejo y comprension de la abstraccion que da el conocimiento légico-
matematico. La construccion del conocimiento deberd ser individual y colaborativa, donde todos
los estudiantes tengan la oportunidad de adquirir los mismos conocimientos, segun su propia
percepcién de la realidad.

El curso consta de tres periodos parciales, donde el alumno, guiado por el docente titular, debera
participar activa y dinamicamente en la construccion de sus aprendizajes y la solucién de
problemas en cada asignatura, en el marco de un ambiente digital y a distancia, debido a la
imposibilidad de realizarse presencialmente por el riesgo de contagios presente en esta época
de pandemia que nos tocé vivir.

El manual estéa estructurado en secciones que incluyen actividades de apertura, desarrollo y cierre
como estrategias sistematicas que le permitan al estudiante construir su conocimiento personal,
aduefiandose del manejo de las herramientas esenciales que le seran utiles en la adquisicion de
conocimientos formales posteriores y llegar a alcanzar su formacion profesional y poder intervenir
en los cambios que la sociedad actual le demande.

iSomos orgullosamente DGETI!
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Justificacion

Si bien es cierto, las dificultades de comprensién y habilidades en matematicas no se generan en
el bachillerato, pero si se reflejan en el aprovechamiento de los alumnos en este nivel y por
consecuencia en la educacion superior, por lo que se hace necesario emprender acciones
dirigidas a subsanar dichas inconsistencias. Estamos convencidos que los jovenes de nuevo
ingreso al nivel medio superior mejoraran con la préactica su capacidad de observacion,
globalizacién, jerarquizacion, regulacion de su propia comprension, y por consecuencia, sus
competencias matematicas, cuya utilidad se vera reflejada, no sélo en el contexto académico,
sino en cualquier &mbito de su vida cotidiana. Para los estudiantes que ingresan al bachillerato,
es importante que inicien con una recapitulacion de sus estudios basicos, porque el conocimiento
de los numeros es una herramienta indispensable para comprender los procesos y fenbmenos
sociales y naturales, ademas es el fundamento para iniciar con los procesos de abstraccion que
requiere el algebra, la geometria y el calculo.
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Bloque 1 | Funciones

1.1 Antecedentes

Introduccion

Lapalabr a Ac8&8l cul oo proviene dedntal at 2 n 7
con piedras. Precisamente desde que el hombre ve la necesidad de contar,

comienza la historia del calculo, es decir, de las matematicas.

Las matematicas son una de las ciencias mas antiguas, y mas Uutiles.

El concepto de mateméticas se comenz6 a formar desde que el hombre vio

la necesidad de contar objetos, esta necesidad lo llevd a la creacion de
sistemas de numeracion, inicialmente se recurria al uso de los dedos, piernas
y/o piedras. Nuevamente, por la necesidad de saber del hombre, se hizo forzosa la
implementacion de sistemas mas avanzados y que pudieran resolver la mayoria de los problemas

que se presentaban con continuidad.

Ya en el siglo XVII se crean las academias, siendo éstas populares y reconocidas en el

ambito de las matematicas, como la academia de Londres y Paris. En este siglo comienzan todas

| as di sciplinas de mat em8ti cas actual es, como
di ferenciales e infinitesimaleso y el AC8l cul o de
El AC8I1 cul o Diginfaenrelesigle XVH dl realizreestudios sobre el movimiento,

es decir, al estudiar la velocidad de los cuerpos que caen al vacio, ya que cambia de un momento
a otro. La velocidad en cada instante debe calcularse teniendo en cuenta la distancia que recorre

en un tiempo infinitesimalmente pequefio.

Este es el desarrollo que las mateméticas han obtenido desde que el hombre vio la
necesidad de contar hasta nuestros dias. Actualmente gran cantidad de matematicos siguen en
el desarrollo de las matematicas denominadas matematicas modernas, de donde sus conceptos

son la base de la mayor parte de las ciencias actuales.
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Actividades de Apertura

Antes de que tu abordes este tema, debes de comprender qué es una relacién en
matematicas. En matematicas, una relacién es como un conjunto de pares ordenados, como Si
se tratara de coordenadas de puntos, un conjunto de pares ordenados forma una relacion.

Por ejemplo, el siguiente conjunto es una relacion:

phe heho hpfw hxh p hegh p

En cierta forma podemos imaginar a una relacion como una forma de indicar como se
relacionan dos variables.

Por ejemplo, en una lista de asistencia, la relacién consistiria en asignar un nimero de la

lista a cada persona que se encuentra en la ella.

NUMERO DE LISTA NOMBRE DE LA PERSONA
1 ANGUIANO REYES CARMEN
2 HERNANDEZ GARCIA ALEJANDRO

pfd 0 "OY'0BYIOIH ©"F Y O ighoO'Y ) 6 ) 'GDO (Y ®d 0 ‘00 6 U O'Y )

1.1.1. Definicién de Funcién.

Una funcién del conjunto A (llamado Dominio) al conjunto B (llamado Contradominio o
Rango) es una relacién entre los elementos del conjunto A y el conjunto B, tal que a cada
elemento de A le corresponde un Unico elemento de B. La funcién es una regla que produce una
correspondencia entre dos conjuntos de elementos, tales que a cada elemento del primer

conjunto le corresponde uno y solo un elemento del segundo conjunto.

Imaginate una funcién como una maquina que transforma nimeros. Al momento de que
tu le ingresas un nimero a la maquina, ella te devolvera otro nimero, el cual es Unico para el
valor que ingresaste.

o)

3

2
wd
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7
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No es posible que, al darle un mismo ndmero, la funcién nos devuelva dos o més valores,
pero si es posible, que nosotros le demos un valor y la funcién no nos pueda devolver valor
al guno. En ®ste % timo caso decimos que el wvalor
la funcién no pertenece al dominio de la funcion, precisamente porque no lo puede transformar.

Notacion Funcional: Cuando te refieras a una funcién (I , el dominio de la funcién lo
representaras con £y el contradominio con 1, siendo e un elemento del dominio (es decir, cN
D)y l e el valor del contradominio que le corresponde al valor wdel dominio de la funcién (es
decir, l e N () de acuerdo a su regla de correspondencia (por ejemplo, Qo ow T1).

El siguiente diagrama puede ayudarte a entender mejor:

X DOMINIO Y CONTRADOMINIO
X — Ji€9)

Valores que le damos a Valores que nos
la ) _ fu_ncic’)n. devuelve la funcion.
(variable independiente) (variable dependiente)

Figura 1.1.1. Relacién entre Dominio y Contradominio

Las siguientes expresiones son funciones:
I [ J [ J
I [ J [ J

Otro tipo de representacion, ampliamente utilizado para las funciones, es el de los
diagramas sagitales. En éstos, cada conjunto se representa por medio de un rectangulo u 6valo,
anotando dentro de él sus elementos. La correspondencia entre éstos se ilustra a través de

flechas que los unen, el siguiente diagrama es un ejemplo de representacion sagital de una

funcion.
) . . Dominio Contradominio
Tiempo (seg) Distancia (m)
0 Llueve la fecha y hora e o exlitnn ol s
para la celebracién del ="
en la fecha y hora
50 partido. -
sefialadas.

No llueve la fecha y hora , Se celebra el partido en la

para la celebracién del
partido

fecha y hora sefialadas.

Figura 1.1.2. Funciones con Diagramas Sagitales
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El concepto de funcién, de acuerdo con su definicion, puede descomponerse de dos

maneras, éstas son:

A NIVEL CONJUNTO A NIVEL ELEMENTO

Dominio y contradominio. Argumento e imagen.

1.1.2. Definicién de Dominio

Se |l ama ADominio de una funci-no al conjunto
independiente.
1.1.3. Definicion de Contradominio o Rango
Se | lama fAContradominio de wuna funci-no al CoO
variable dependiente.

1.1.4. Concepto de Argumento

Se |l ama fAArgument o0 a ,cegilbealnarbre deeamgumentoddela d o mi n
funcion.
1.1.5. Concepto de Imagen

Se | llmmgemdmagefd del argumento bajo | a funci
pertenecientealc onj unt o AContradominiod el cual es corres
de la funcion.

Dominio Rango

______ I —— -
I A : I B : A B
| | - N \ @« D
I 1 : ! {: a : 1 .
I 2 : | > b : 2 » b
: ! : ! 3
| 3 | ! > C | > €
I .
Loa ! L 4 > d
| |
(T RIS e x -
1 I
— e | — e I Argumento Imagen
Figura 1.1.3. Dominio y rango con sus elementos -~
> ?
I
el e
16
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La grafica de una funcion es el lugar geométrico de los puntos del plano o, para todo

1.1.5 Grafica de una funcién

argumento « del dominio, en donde w "Qw . El esbozo de la gréfica de una funcién puede
obtenerse determinando algunos puntos de ella y uniéndolos a través de una curva. Por ejemplo:

Mw @ pho ® o

° « ° fix)y=x>+1

o p Tt "

C U 8

P q !

Tt P 5

P q :

C 0] 2

Y P 1T TSNS S,

Figura 1.1.4. Grafica de una funcién

Criterio de larecta vertical: Una ecuacion define a una funcién si cada recta vertical en
el sistema coordenado regular pasa a lo mas por un punto de la grafica de la ecuacién. Si una
recta vertical pasa por dos 0 mas puntos de la grafica de una ecuacion, entonces la ecuacién no

define a una funcién, por lo tanto, solo seria una relacién.

En la siguiente figura, cada recta vertical intersecta la grafica de la funcion en exactamente
un punt o. Esto demuestra que a cadeda Val earordespan
exactamente un valor dewl,a pwar ilab | cgu ed epoednedmoesnt ®o I

ecuacion define a una funcion.

@ | =

flx) = (1 +x)

5
4
3
2

Figura 1.1.5. Criterio de la recta vertical en una funcion
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&
Por otra parte, la siguiente figura muestra que existen rectas verticales que intersectan la
gréfica de la funcién en dos puntos. Esto indica que existen valores de la variable independiente
fd que corresponden a dos diferentws Val cruad dce nlf
nuestra conclusion de que esta ecuacién no define a una funcién, por lo tanto, solo seria una

relacion.

)= (9+ )2

10

-8 -5 -4 -2 2 4

|

I

I

|

I

, |

2! I
')

|

1

|

|

I

|

1

1. Tomando en cuenta el diagrama sagital que define las siguientes relaciones entre los
elementos de los conjuntos dados, indica en cada caso si la relacién corresponde 0 no a una
funcién. Justifica tu respuesta contestando para cada ejercicio las siguientes preguntas:
1 ¢Paraqué elemento del conjunto 0, le corresponde en todos los casos, un nico elemento
de 67?
1 ¢La asociacién es tal que para cada elemento de 0, le corresponden todos los casos, un
Unico elemento de 67?

1 ¢Es™Qunafuncibnde 6y 6?

a)

A p B

& — "1 ' Respuesta 1.

X >

2 2 Respuesta 2.

X3 > Y3

X4 > V4 Respuesta 3.
—

Xy ——"""_ V5
A 4
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b)
A f B
1 Respuesta 1.
X2
X3 Respuesta 2.
X4 Respuesta 3.
X5
c)
A B
P f
X1
Xy Respuesta 1.
X3 Respuesta 2.
*4 Respuesta 3.
X5
d)
A p B
= Respuesta 1.
xz —
X3 Respuesta 2.
Xy — Respuesta 3.
e)
A ; B

X1 —

Respuesta 1.
X2
X3 Respuesta 2.
X4 — Respuesta 3.
X5

DGETI Academia Nacional de Matematicas
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@@} Actividades de Desarrollo
1. En cada uno de los siguientes ejercicios, escribe una ecuacion mateméatica que describa la
regla de correspondencia que define a la funcién de la variable real. Toma como guia el primer
caso.
a) Asocia a un numero « el triple de su cuadrado mas 2.
Qo  ow ¢
b) Asocia a un nimero real, el doble de su suma con 3.
c) Asociaali el cociente de la suma de él mismo mas la unidad, dividido entre el mismo.
d) Asocia a 0, el producto de la suma de él mismo mas uno, con su doble menos dos.
e) Asocia ai el cociente de su triple disminuido en 2, entre su doble aumentado en uno.
2. Encada uno de los siguientes casos escribe la ecuacién que describe la relacion entre ambos
conjuntos:
a
) b)
° l ° ° l °
p p P C
G T T P
0) W P C
1 PO C v
V) CVL 0) p Tl
c) d)
° l ° hd l hd
0) v V) pu
p p C ¢
TT p P 0)
P o 1 pPq
o X X cp
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1. Dibuja un esbozo de la grafica de la funcién dada en el dominio indicado. Para ello llena la

tabla propuesta. Determina si es 0 no una funcién aplicando el criterio de la linea vertical.

a) Qo T W P w p ()= 4x" — 2x
x f(x) = 4x* — 2x !
-1
3
—-0.5
—0.25 2
0.5
1 1
—=2 -1 0
b) Qo & o, P ® O fG)=x" —3x7
x f(x) = x3 — 3x2 21
-1
0 T -1 0
1
2+
2
3
4+
c) Qw Ma T ® o
fl)= X = 3%
X f(x) = +V4x 6]
0 4]
1 2l
4
2 0 2
9 1
44
1! _6,,
DGETI Academia Nacional de Matematicas
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1. El costo de combustible por hora que un tren gasta en su recorrido es de — pesos, donde 0

es la velocidad en kildbmetros por hora. (Note que el costo depende
del cuadrado de la velocidad). Otros costos, incluyendo el de mano
de obra, son de $400 por hora. Expresa el costo total de un viaje de

500 kildbmetros como una funcién de la velocidad 0.

2. Se suelta un globo de observacion en un punto a 10 kilometros de la estacion que recibe su
sefal y se eleva verticalmente como se indica en la figura. Expresa la distancia Q "Q entre el

globo y la estacién de recepcién como una funcién de la altitud "Qdel globo.

' \

BRI
A )

H ' 1&';:::—‘ T O TR T A KRN /TP | A N (e e
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Ejercicios Adicionales

1. En el siguiente apartado se expresan en lenguaje ordinario algunos principios fisicos.

<g/)

Exprésalos ahora como ecuaciones matematicas que implicitamente conlleven al concepto
de funcién de variable real. Utiliza como simbolos las literales propuestas.
a) El desplazamiento wrecorrido por un mévil que viajaa p T 7i 'Q €h funcion del tiempo o.
Respuesta: _ Dado que la velocidad es el cociente del desplazamiento entre el tiempo,
W _pn
b) La segunda | ey de Newt o'®noequiibradas aplicapa sobrefiuna f uer

cuerpo de masa &, es el producto de la masa por la aceleracibn dque produceo. De
a la fuerza como funcién de la aceleracién para un cuerpo de masa 5 kg.

Respuesta:

c) La energia cinética de un cuerpo de masa & que se desplaza con velocidad U es: ‘O &
——. Escribe 'O ¢@omo funcién de la velocidad para un cuerpo de masa 10 kg.

Respuesta:
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1.2 Clasificacién
1.2.1 Clasificacién de las Funciones (Algebraicas y trascendentes)

Introduccion

El campo de aplicacion del Célculo en matematicas implica el
planteamiento y operaciones a partir de las cuales otras ramas de la ciencia
son capaces de realizar mediciones y operar con las variables de los
elementos que estudian, de tal manera que ademas de una disciplina en si

misma, supone junto a la ldgica, una de las bases del conocimiento cientifico.

als e Pero dentro del Calculo se estudian procesos y propiedades muy
diversos, estando entre ellos la relacién entre dos magnitudes o dominios vinculados entre si, en
el que un resultado concreto se obtiene gracias, o en funcion del valor de un elemento concreto.
Se trata de la existencia de funciones mateméticas, las cuales no siempre van a tener una misma

manera de afectarse o relacionarse entre si.

Es por ello que podemos hablar de diferentes tipos de funciones matematicas, cada una
con sus caracteristicas propias que nos seran de mucha ayuda para la representacion y solucién

a diferentes planteamientos de problemas y fenédmenos de la vida cotidiana.

En primer lugar, clasificaremos las funciones dependiendo del caracter de la variable

independiente en dos tipos: Algebraicas y Trascendentes.

Funciones Algebraicas: Una funcion algebraica es aquella cuya variable dependiente se
obtiene combinando un ndamero finito de operaciones algebraicas de suma, resta, multiplicacion,
division, elevacion a potencias y extraccién de raices en los que se involucra la variable

independiente. Ejemplos:

y=2¥ 3x 5  y=+1 x y=—> s=(1 -4¢)(t 3

X2 +1

Este tipo de funciones corresponden a ecuaciones polinédmicas, donde se pueden
efectuar operaciones en las que interviene la variable independiente, como la suma, la resta, la

multiplicacién, la division, la potenciacion y la raiz.
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Las funciones polindmicas tienen una gran aplicacion en la elaboracion de modelos que

describen fendmenos reales. Algunos de ellos son: la concentracion de una sustancia en un

compuesto, la distancia recorrida por un movil a velocidad constante, la compra de cierta cantidad

de objetos a un precio unitario, el salario de un trabajador mas su comision, la variacién de la

altura de un proyectil, entre otros.

Las funciones algebraicas son aquellas cuya regla de correspondencia (la relacion que
existe entre un argumento y su imagen correspondiente asociada, como ya se explico

anteriormente) es una expresion algebraica.

Funciones polinébmicas: Llamamos a una funcién polinémica de grado ¢, si tiene la

forma Qo oo Cw E & ® ®h & 1 Endondet esun entero positivo.

Todas las funciones polindmicas tienen como dominio al conjunto de numeros reales ‘Y,

pero su contradominio varia dependiendo del tipo de funcion que sea.

Raiz de una funcién: Un nimero i es raiz de una funcion si y solo si "Qi LY las
raices de una funcidn representan el conjunto de argumentos (elementos del dominio) donde la

grafica de la funcion se intersecta con el eje G

Funcion de identidad: La funcién de identidad se define mediante la expresion Qw @
Tiene la propiedad de que a cada argumento wdel dominio le hace corresponder el mismo valor
en el contradominio y por lo tanto, esta funcion es la recta que pasa por el origen y tiene un angulo

de inclinacion de 45°.

Funcion Lineal: La funcion lineal se define como una expresion de la forma ™ Qo & «

@ La funcion lineal solo tiene una raiz en el punto  —hm, pues si'Qo  mha & Q 1 de

donde, despejando & @ QY finalmente & —. La representacion de este tipo de funciones

es una recta. Ejemplos:

y=3x 4 y= —;x 4 S=8w

DGETI Academia Nacional de Matematicas 25



Calculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales

&
Representacion gréfica de la funcion lineal

Ejemplo: Llena la tabla, realiza la gréafica y encuentra la raiz de la funcion.

Qw  ow o T ©O T f( _
x)=3x-6
W Qw ow o Y 15
T py Raiz
10
o pu ‘
C P C 5 ow @ T
p W
T [0) &
p o
C T
o o
T @

Figura 1.2. Funcion lineal

Funcion Constante: La funcién constante se define mediante la expresion @ Qo Q
en donde "Qes un nimero real diferente de cero, es decir Q Tt La cual tiene la propiedad de que
a cada argumento wdel dominio le hace corresponder la misma imagen "Q La funcion esta definida
por una constante y no interviene la variable independiente.

Ejempilos:

y=3 y= 6 y=p
Representacién gréafica de la funcién constante.

Grafica la siguiente funcion constante en el conjunto de puntos indicado.

Qe h ° y5

) Qw o _
x)=3 1

T (6] f() 44
o o
q o ®
p o )
Tt o
P o 1]
C o ’
o o -5 -0 -5 | 5 10 15 5
T (0}

Figura 1.2.1. Funcién constante
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Funcion cuadratica: La funcién cuadratica es un polinomio de segundo grado. Tiene la
forma Q® dw oo dh O T Viene expresada por una funcién polinémica de segundo
grado y su representacion en el plano cartesiano es una parabola.
Ejemplos:

y =¥ y=2 X y=3% 40

Para hallar las raices de una funcién cuadrética, utilizando la férmula general de segundo
grado que tiene la forma:

. 0w Mo 1w
@ z
qa)
De la cual podemos obtener dos, una o ninguna raiz real.

Representacion gréafica de la funciéon cuadrética.

MVw cw w ¢7T 1T ® T

(] . ° ° ° f(x) =2:x2-8x-24 Raices
T T 25ty 2x2—-8x—-24=0

; a=2
Y pu 20: b g
G Tt 15 c =24
. 4 105 (-8 +/(-8)? — 4(2)(-24)
I 1 £ o 2(2)
P Om T X _8+V756
g g ; 8 J_r416

x =
4

L CT 24 .

X1 =— /]
—(Cx; =6

Figura 1.2.2. Funcién cuadrética

Funcién cubica

La funcién cubica se define como un polinomio de tercer grado; tiene la forma "Qw

ads e
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Representacion gréfica de la funcién cubica

PT p fix)=2x+ 127 - 18x + 1
y

p O'X 200

180
p 1w 160

140

120

100+

—
c Al |ElslAlglalc|®
o

Figura 1.2.3. Funcién cubica

Funciones racionales: Se expresan mediante el cociente de polinomios. Ejemplos:

_7x+8 2
y_

= == X4
y=x X 5x 1 5 y3x46

Funciones irracionales: Vienen dadas por la raiz de una expresién polinémica, o cuando

la variable independiente esta elevada a exponentes fraccionarios. Ejemplos:
— U3
y=+x y=x"* 2 y={x 6

Funciones trascendentes: Cuando la variable independiente forma parte del exponente
o de un logaritmo; o simplemente se ve afectada por una relacion trigopnométrica. Se clasifican

en:

Funcion exponencial: Como su nombre indica es una funcién en la que la variable
independiente se encuentra en el exponente y cuya base es un numero real. Por tanto,

recibe el nombre de funcidén exponencial. Ejemplos:

y=2" y=32% r=2s°
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Funcidn logaritmica: La inversa de la funcién exponencial recibe el nombre de funcion
logaritmica, por tanto, devuelve el nimero al que tendriamos que elevar la base a, para obtener

nuestra variable independiente. Ejemplos:

y =log X y=Inx 4 y=5xIn2x

Funciones trigonométricas directas: Las funciones trigpnométricas son aquellas donde

la variable independiente forma parte del angulo en una razén trigonométrica. Ejemplos:

y =sen ) y:co§5)< y:XSGC(X '1)

Funciones trigonométricas inversas: Son las funciones inversas de las razones

trigonométricas. Ejemplos:

y = arcSen > y=arcCos X y=2arcTg (x #4)

PR

sin(x) os(®)  tan(x) cot (x)

MER T

le z-l.,t,.3

R RGN

29
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Emplea la zona cuadriculada para graficar las siguientes funciones y determina si es una
funcion de identidad, constante o lineal, en caso de ser una funcion lineal, obtén la raiz de la
funcién.

a) Qw Ccw Yh m @ X

<e|ciH|lgwnoi|d|e

\SX
o
8‘
£
—
€
—

'_'qn-o':"onq-q‘

e}
Q
S
<
c
1S
c

clrlalPlE s |Alglalc|®
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&by

1. Grafica las siguientes funciones cuadraticas y calcula sus raices. Emplea la zona cuadriculada
a la derecha como guia para el sistema cartesiano.
a) "Qw w @w xh U o ¢

PP AL~ |lal~lclexle!®

b) Qv ® T1ah ¢ W O

slclmlalrlFls A
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Grafica las siguientes funciones cubicas:

a) "Qw CW Cww X vhm @ Y

[} l. [ [} [}
T

p

C

o

T

v

@

X

W

b) Qv & ww pmh v @ U
[ ] l. [ ] [ ] [ J
v

T

o

S

p

Tl

p

C

o

T

v

c) Qd ®w ow ow ph 0 ® T

"l A Algl®
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: Actividades de contexto o Transversales

1. Unajugadora de voleibol realiza un pase a su compariera, el bal6n fue lanzado verticalmente

para tener tiempo a reubicarse, de acuerdo a los especialistas, el balén
subi6 de acuerdo alafuncibnw "Q0,endonde™ @0 p ¢ T&D ,siendo

oel tiempo en segundosy @ "Q0 la altura en metros.

a) Haz una grafica de funcion en el intervalo que va de cero a cinco
segundos.

b) ¢En qué tiempo alcanza la altura maxima?

c) ¢A qué altura se encuentra a los 2 segundos?

d) ¢En qué tiempo regresa al punto de partida?

Ejercicios Adicionales

2. Un ciclista mantiene una rapidez constante de ¢ m—durante la Ultima etapa de una

DGETI

competicion, la cual cubre en un tiempo de 6 horas. Si al iniciar
dicha etapa habia recorrido 140 km:

a) Grafica la funcion que determina la distancia recorrida.

b) ¢, Cuantos kildmetros recorre en total?

C) ¢, Cuantos kilémetros le faltaba recorrer cuando habian

transcurrido 2 horas?
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1.3 Comportamiento

Introduccion

La relacidn que se establece entre las variables dependientes e independientes va mas

alld de sus representaciones como ecuaciones o funciones, dicha relacion también puede
analizarse en otras dos perspectivas: el marco numérico por medio de tablas que permite
identificar las coordenadas de los puntos que pertenecen a una funcién y las gréficas que
describen la trayectoria de la secuencia de dichas coordenadas de puntos unidas unas a otras.
Por otro lado, estas trayectorias observadas en el plano cartesiano muestran un
comportamiento particular en cada funcion dando origen a las caracteristicas principales que
abordaremos en este apartado. En especifico analizaremos fenémenos de la vida cotidiana que
presentan dos comportamientos comunes: crecer o decrecer, aumentar o disminuir, subir o bajar.

¢, Qué situaciones te vienen a la mente?
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Actividades de Apertura

En nuestro pais la temperatura se mide en grados °C (centigrados) pero
en otros paises como Estados Unidos de América, la temperatura se mide en
grados °F (Fahrenheit), esto permite construir una relacién entre estas dos
unidades de medida que permite conocer sus respectivas equivalencias
mediante la siguiente funcion: JO -3 o ¢ J

Por ejemplo: Consideremos la siguiente tabla que muestra las diferentes

mediciones en grados centigrados y su equivalencia en grados Fahrenheit

Grados °C Funcion Grados °F | Coordenadas
JO g\]o o¢J
-20 70 LGOJ cm oocd -4 A(-20,-4)
-15 70 g‘] bv gcd 5 B(-15,5)
-5 J0 % o ocd 23 C(-5,23)
0 70 g‘] n oocd 32 D(0,32)
5 10 %>JU oC 3 41 E(5,41)
10 70 %)J o ocd 50 F(10,50)

La representacion gréafica de esta funcion es la siguiente:

- (2) <+
y

.................................
+ ¢

Figura 1.3. Relacion entre las temperaturas en °Cy °F
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Observa que los puntos estan dispuestos en forma recta y que a medida que waumenta,
el valor de wtambién lo hace.

1. ¢ Coémo describes este comportamiento en una palabra?

2. ¢ Qué otra caracteristica puedes observar en el grafico?

Asi como estas cuestiones, pueden generarse una gran cantidad de ellas que nos

permiten describir a una funcion.

En respuesta a la pregunta 1 se puede decir que el valor de wes creciente y para la
pregunta 2, que al describir una linea recta se encuentra un punto a continuacién del otro, es

decir, que es una recta continua, conceptos que abordaremos mas adelante.
Ahora, analiza la siguiente gréfica que esta dada por la funcion: Qw  — en la que se
~ muestra la cooperacion, de un grupo de estudiantes del CBTis
/ 39, que requieren hacer para comprar un balon de futbol que esta
\ en promocion por solo $120 pesos en donde a mayor nimero de
\ estudiantes que participe en la cooperacién, serd menor su
aportacion. Esto nos permite observar el comportamiento entre

7 los valores de wcon respecto a los valores de & es decir si @

aumenta, wdisminuye o decrece.

120
flx) ==

Yy
Aportacién 140
en pesos T
120+

100

B L

10 20 30 x 40 50 60

NUmero de estudiantes
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@@} Actividades de Desarrollo

Ahora analizaremos las siguientes gréaficas de funciones, para ello es importante definir
formalmente los siguientes conceptos:

Funcion creciente: una funcién es creciente cuando a medida que crece el valor de la
variable independiente (x) crece el valor de la funcién f(x).

| fx) y|

40+
AL

30

/ 20+

/ 11 10
X; X, _
Entonces f(x) es creciente. Figura 1.3.2. Funcién creciente

Funcion Decreciente Diremos que una funcién es decreciente cuando a medida que el
valor de la variable independiente (x) aumenta, el valor de la funcion f(x) disminuye.

f@), e
30+

(), 25

20

151

107

10 20 30 y 40

. . n N Figura 1.3.3. Funcion decreciente
Sie e ysiQe Qe g

Entonces f(X) es decreciente.
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Sin embargo, es importante sefialar que una funcién puede ser creciente y decreciente, esto

dependera de los intervalos en los que se analice, veamos un ejemplo:

Y

1. Determina el comportamiento de la funcion "Q®  ®

Observemos el grafico correspondiente: analizando la grafica se puede observar que
desde su lado izquierdo en el punto (-2,4) y en seguida el punto (-1,1) mientras que los valores
de waumentan, los valores de wdisminuyen, lo que la convierte en una funcién decreciente, por
otro lado, al llegar al comparar el punto (0,0) y el punto (2,4) el efecto es distinto, mientras que w

aumenta, wtambién lo hace, por lo tanto es creciente a partir de ese punto.
Asi que la respuesta al comportamiento de esta funcion es la siguiente:

=21
Figura 1.3.4. Intervalos creciente y decreciente en una funcién

2.- Determina el comportamiento de la funcion Qo ® VW

En esta grafica se puede apreciar que desde la parte izquierda al aumentar los valores

de wtambién aumentan los valores de wpor lo tanto:

— 4
fix)=x>—5x
1501 A o~ e~ T s x
; Qw Q01 QuwMXEE 0 Q
100+ ., -
5 HTt w thb
50
: 2 VO QI0QOT QHNE o ¢
K -
§ it
(&)
Figura 1.3.5. Intervalos creciente y decreciente en una funcién
38
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Nota: En esta seccion nos enfocaremos en el sentido de este comportamiento basados
en los valores numéricos de las variables we « y mas adelante se abordaran con un criterio mas

especifico relacionados a los conceptos de derivacion de funciones.

Concepto de continuidad: Intuitivamente, una funcién es continua si su grafica puede

dibujarse de un solo trazo, es decir, sin levantar el lapiz del papel.

Ejemplo de funcién continla: Qo  ® Ejemplo de funcién no continua: Qo -

Grafica: Gréfica:

Figura 1.3.6. Funciones continuas y discontinuas

@ Actividades de cierre

1. Responde cada una de las siguientes preguntas y grafica en cada caso en tu cuaderno de
notas:

a) ¢ Cuando se dice que una funcién es Creciente?

b) ¢Cuando se dice que una funcién es Decreciente?

c) ¢Puede una misma funcion ser Creciente y Decreciente?

alE s
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2. Grafica las siguientes funciones y determina los intervalos en los que son crecientes y/o

Decrecientes:

a) Qw Cw T
b) Qw cw TW
) Qw cCw T

d Qv ow 1Tw

3. Construye la gréfica de las siguientes funciones e indica cuéles de ellas son continuas o

discontinuas:

a) Qw ——

b) Quw ow

c) Qw -

d Qo 1 Tco p
4. Se estima que la poblacién de una ciudad serd X v TG 90 miles de personas en 0 afos
a partir del presente. Los ecologistas estiman que el nivel promedio
de mondxido de carbono en el aire de la ciudad sera p 1@ wppm
(partes por millon) cuando la poblacion sea de wmiles de personas.

Exprese el nivel de monoxido de carbono como una funcion de

tiempo 0y determina los intervalos donde la funcién es creciente

y/o decreciente.

El ingreso I(x) (en miles de pesos) que una compaiiia recibe por la venta de wmiles de
unidades esta dado por Ow uvw . El nivel wde ventas es a su vez una funcion "QQ del

namero ‘Qde pesos gastados en publicidad, donde:

¢mm
Q0 ep Q ¢cmm

Expresa el ingreso como una funcion de la cantidad gastada en publicidad y determina los

intervalos en donde la funcién es creciente y/o decreciente.
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[®JE Actividades de contexto o Transversales

1. Un equipo de mecatrénica del CBTis 168 ha desarrollado una podadora de césped como
parte del concurso estatal de prototipos tecnoldgicos, la prueba
final consiste en comprobar el rendimiento pronosticado que es
de 3 m? por minuto. Para realizar esta prueba utilizaran el jardin
de una Quinta con una superficie de p ¢ &t 8Modela la funcién
gue representa esta prueba, construye la grafica correspondiente

y describe su comportamiento.

Modelo matemaético.

Sabemos que la superficie de césped esde p ¢ dt 8

El rendimiento de la podadoraesde o tdt ) £ & 'QE 6 0 €

La variable a utilizar es el tiempo en minutos, asi que emplearemos la variable t como
variable independiente.

La variable dependiente es la superficie, asi que emplearemos la funcién “Yo

Entonces la funcion que representa a esta prueba es:

| « <

a) Completa la siguiente tabla para  b) Grafica los valores de la tabla
los tiempos indicados

300

Tiempo en S(H)=120-3 ¢
minutos Superficie por podar 250-
0 200%81‘
5 : ®
150-
10 T
15 00
20 50-
25 N
30 10 20 30 t 40
35
40
41
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i. La funcibn “YO0 es creciente/decreciente porque a medida que el tiempo

c) Selecciona la opcion correcta o completa en cada enunciado:

aumenta/disminuye, la superficie del césped aumenta/disminuye.

ii. El gréfico indica que al iniciar el trabajo de la podadora hay & de césped por
cortar.

iii. Al transcurrir 20 minutos de trabajo, la podadora ha cortado & de césped.

iii. La podadora debe trabajar un total de minutos para poder cortar todo el
césped.

¢Verdad que es interesante?
Pues efectivamente se puede conocer el comportamiento de muchas actividades de tu
vida cotidiana gracias a la grafica que las representa.

Intenta llevar a cabo este procedimiento para alguna actividad que realizas regularmente.

Ejercicios Adicionales

1. Identifica los intervalos donde el siguiente grafico es creciente o decreciente
a) fix)=x*+2x-5x> - 6x b)
10y f(x)=-x*-3x2+9x+10
[ 16 y

ol
el
]

Creciente en los intervalos: ) ' )
Creciente en el intervalo:

Decreciente en los intervalos: ) )
Decreciente en el intervalo:
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1.4 Operaciones

0

Cuando se consideran dos o mas funciones en el planteamiento de

problemas, podriamos obtener nuevas funciones combinandolas con las

operaciones basicas de suma, diferencia, producto y cociente. También

<

podremos obtener nuevas funciones realizando lo que en calculo se conoce

como composicion de funciones.

-

®

Al igual que con los numeros realizas operaciones de suma, resta, multiplicacion, division,

’

lo mismo puedes hacer si tienes dos 0 mas funciones, por ejemplo; si tienes las funciones "Qy "th

, Si realizas la suma de ambas obtienes el resultado de una nueva funcién 'Q "Q

1. Realiza las operaciones algebraicas que se indican en los siguientes polinomios:

a) Suma los polinomios 0w W TY, B OW X

b) DeTt®w W Orestacld LW X

c) Multiplicax® ULVW Twwonow CW

d) ¢Cuél es el area de un cuadrado que mide porlado - -
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@@? Actividades de Desarrollo

Suma de funciones.

Sean "Qy "Q dos funciones con dominio O y ‘O, respectivamente, entonces

Qo Qw "Q "Q w,condominio’O, O

Ejemplo 1: Realiza la suma de las funciones I ) ) ° y| o o
Para la suma de funciones tienes
anl- N1
Como bhuscas lasuma "Q "Q w, para que la realices, sustituye el valor de Qo 0 Qw
il i l-
l I o [ ] [ J [ J

Identifica y reduce los términos semejantes:

El resultado de la suma "Qw W' Qw es:

Ejemplo 2: Sean las funciones[Je 1 o y] o o realizaJe | o

Para la suma de funciones tienes
anl- N1
Como buscas lasuma "Q "Q w , para que la realices, sustituye el valor de "Qw 0 Qw
il [ i
l I i ° ®

Como puedes observar en este caso no hay términos semejantes, por lo que el resultado

es:
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Ejemplo 3: Ahora analiza, si tenemos dos funciones "y "‘Qzes lomismo [} | que] [
para ello toma las funciones del ejemplo 1 de suma de funciones y realiza Qo "Qw

I [ J [ J [ ] y I [ ] [ ]
Para este caso, en la suma de funciones tienesque Q Q w "Qw Qw.

Como buscas lasuma "Q "Q w; para que la realices sustituye el valor de "Qw W Qw

Identifica y reduce los términos semejantes, el resultado de la suma Qo W Qw es:

Como puedes observar es lo mismo ] | que]] [Jpara las funciones [y |

Resta de funciones.

Sean "Qy "Q dos funciones con dominio ‘O y ‘O h respectivamente, entonces
Qw Qw "Q "Q w,condominioO. O

Eiemplo 1: SeaJe o y] o o .CaluarfJe Og* o] ™
Para la resta de dos funciones tienes que,
il 01

Remplaza el valor de "Qw w™Qw, como se trata de una resta la funcion "Qw se escribe

entre paréntesis ya que el signo de la resta (menos) afecta a todos sus términos:

La funcion "Qw se escribe sin cambios porque no hay elementos que la afecten.
Multiplica el signo menos por cada uno de los términos de la funcién "Qw :

Identifica y suma los términos semejantes, la funcién resultante de restar "Qw Cw
@de™ Qw TwW Ces:
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Ejemplo 2: SeaffJe o Viey] o we.Calculaffe | o

Para la resta de dos funciones tienes que:

il 01
Remplaza el valor de "Qw ®w™Qw . Como se trata de una resta, la funcion "Qw se escribe

entre paréntesis ya que el signo de la resta (menos) afecta a todos sus términos.
il B lI-
il - o e Ne

La funcién "Qw se escribe sin cambios porque no hay elementos que la afecten.

Multiplica el signo menos por cada uno de los términos de la funcién "Qw :

Bl - o e e

Identifica y suma los términos semejantes, el resultado de "Q "Q w es:

Ejemplo 3: Si tenemos dos funciones "Qy "Q¢es lo mismo ] | que | P, utiliza las

funciones del ejemplo 1 de resta de funciones para calcular Qo Quw,
I o [ J yl [ J [ J

vas arestar] [} tienes:

i1 f-1- B
Remplaza el valor de "Qw w™Qw . Como se trata de una resta la funcion "Qw se escribe

entre paréntesis ya que el signo de la resta (menos) afecta a todos sus términos.
1 B lI- i
I l ° ° (o
La funcion "Qw se escribe sin cambios porque no hay elementos que la afecten.

Multiplica el signo menos por cada uno de los términos de la funcién "Qw :

I l [ J o [ J
Identifica y suma los términos semejantes, la funcién resultante de "Q "Qes:

[ J [ J
Compara el resultado con el del ejercicio 1 de resta de funciones, observa que no es el
mismo resultado en ambos casos, lo que quiere decir que si tienes las funciones lyl no es lo

mismo calcular [} | que] B
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Multiplicacion de funciones

Sean "Qy "Q dos funciones con dominio O y ‘O h respectivamente, entonces
Qw JQw "OQ w, condominio’0, O

Ejemplol: Dadas las funciones [Je o o y]l e o  determinaJe J o
Tienes que "WVQ ®w "Qw JQw,

Remplaza el valor de las funciones "Qw w™Qw ; como se trata de una multiplicacion, las
funciones Qo w'Qw deben de ir entre paréntesis para indicar que se esta realizando una

multiplicacion:
- i l-
.:l ° ° ° ) °
Realiza la multiplicacion de las funciones,

iq - ° ° ° ° °

Identifica y suma los términos semejantes, la funcion que resulta de multiplicar "Qw
W Tw oy Qw w oes:

I:I [ ] [ [ [

Ejemplo 2: Dadas las funciones [Jo o oy] o o ,determinaffje J o
Tienesque "VQ w "Qw JQw

Remplaza el valor de las funciones "Qw ®w™Qw . Como se trata de una multiplicacién, las
funciones "Qw W'Qw deben de ir entre paréntesis para indicar que se esta realizando una

multiplicacion:
- | i
4 - o o o
Realiza la multiplicacion de las funciones,

l:l [ ] [ ] [ ] [ J [ J

Identifica y suma los términos semejantes, la funcion que resulta de multiplicar "Qw
0w ey Qw cw pes:

I:I [ ] [ [ [

DGETI Academia Nacional de Matematicas 47



Calculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales

4

Ejemplo 3: Si tienes dos funciones "Qy "¢.es lo mismo [§4 que | Jp, utiliza las funciones
del ejemplo 1 de multiplicacion de funciones para que compares los resultados.

Calcular Qo JQ0, JJle o o y] o o
Vas a calcular "Q0Qtienes: "Q0Q w  "Qw JQw
Sustituye el valor de las funciones "Qw W™ Qw: como se trata de una multiplicacion, las
funciones "Qw w'Qw deben de ir entre paréntesis para indicar que se esta realizando una
multiplicacion:
i1 1- i
E B « o)

Realiza la multiplicacion de las funciones,

I:I. [ ] [ ] [ [ [ ]

Reduce los términos semejantes, PprowT -

I:I. [ ] [ [ ]

La funcion que resulta de multiplicar Qo ® @y Qw ® Tw 0oes:

I:I. [ [ ] [ ]

Observa que el resultado del ejercicio es igual al del ejercicio 1 de multiplicacion de
funciones, entonces si tienes una funcién ]y una funcién || se obtienen el mismo resultado para

Id-vid-

Division de funciones

Sean "Qy "Q dos funciones con dominio O y ‘O h respectivamente, entonces

- I, dominio &" 6 O <04

[ - I , con dominio w . SQw T
Ejemplo 1: Realiza la divisién de I.—:Io o o yl o o
Tienes para la division que — ) S—

Remplaza el valor de las funciones "Qw 0 Qw:
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Para que realices la division, factoriza la funcion del numerador, es decir ® ©  @.
Para ello debes buscar dos nimeros que multiplicados den @y sumados o, restados p

Los nameros que buscas son:

Ahora obtén la raiz cuadrada de ®

La factorizacion utiliza los valores anterioresw @ ¢@ @ 0 @ ¢, remplazael
resultado de la factorizacion,
I o [ J

Simplifica:

Ejemplo 2: Realiza la division de II—: B - ° yl o o

Tienes para la division que — w —
P

~
Sustituye el valor de las funciones "Qw W Qw: ‘
1.1 y |
[ ] —
I . "
I [ [ ‘
-,6 *t °* \ |
i .
Para que realices la division, factoriza la funcién del numerador, es decir ® ww ¢ B

W (T W L W T,

remplaza el resultado de la factorizacion
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Simplifica:

Ejemplo 3: Si tienes dos funciones "Qy "Q¢es lo mismo [ que Ii?, utiliza las funciones del
|

ejemplo 1 de division de funciones para calcular i y compares ambos resultados.

Qe ° ° yl ° °

Como vas a calcular 1 tienesque — —_—

Remplaza el valor de las funciones "Qw 0w Qw:

Para que realices la division, factoriza la funcion del denominador, es decir ® ®  @.
[ J [ J [ J [ J

Remplaza el resultado de la factorizacion;

Simplifica:

Compara el resultado con el del ejercicio 1 de division de funciones. Observa que no es
el mismo resultado en ambos casos, lo que quiere decir que si tienes las funciones lyl no es lo

: i1
mismo calcular 3 que &5
11

Funcion composicion

Sean "Qy "Qdos funciones con dominio O y ‘O hrespectivamente, entonces definen una
nueva funcion, que recibe el nombre de funcion composicién de f con g, se representa:

Bl ¢ Bl ¢ . condominio ¢goMy O wQw N O
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Ejemplo 1: Determina [z ]| . para o o yl o o
Como vas a determinar "(& "Qla composicion es:

- 0l
Significa que en la funcion "Qw vas a evaluar la funcion "Qw ;

- 0l

e - o

Realiza las operaciones, para este ejemplo debes desarrollar el binomio al cuadrado,

Identifica y reduce términos semejantes; la funcién composicion que obtienes es:

Q6O QA Ak p e e

Ejemplo 2: Determina || . para:Je o  y] e
Como vas a determinar "(& "Qla composicioén es:
Qo QQAw
Significa que en la funcién "Qw vas a evaluar la funcién Qw ,
=l - Nl
e 1,— -

Realiza las operaciones, para este ejemplo debes desarrollar la suma:

La funcidon composicién que obtienes es:

R w QAw Q-
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Ejemplo 3: Si tienes dos funciones "Qy "Q¢es lo mismo calcular "(& "Qque "(& "2, utiliza las
funciones del ejemplo 1 de composicion de funciones para calcular "z "Qy compares ambos

resultados.

I [ ] [ ] yl [ J [ J
Vas a determinar "(& "Qla composicién es:
-0 1IN
Significa que en la funcion "Qw vas a evaluar la funcién "Qw,
-0 1IN0
ige |- o
Realiza las operaciones:
ige |- o
Simplifica los términos semejantes,
i |- o
La funcion composicién que obtienes es:
Qw QAw Mw ¢ °
Compara el resultado con el del ejercicio 1 de composicion de funciones, observa que no

es el mismo resultado en ambos casos, lo que quiere decir que si tienes las funciones lyl no

es lo mismo calcular IZI que I 2 l
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Resuelve correctamente los siguientes ejercicios:

1. Dadaslas funciones™Qw @ T ¢ PQW g, calcula:

a) Qo Q6
b) Q& Qi
0 Q6 Q6
d) Il:
e) —

i)l "®EQwn "Qw

g FQw "Qow
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[®JE Actividades de contexto o Transversales

Analiza el siguiente ejemplo en el que se aplican las operaciones con funciones estudiadas
anteriormente:

Un agricultor siembra maiz por sistema de irrigacion (riego por goteo). La
produccion en kllogramos "Q por hectarea "Q esta dada por la funcion QQ
w¢ T T ¢ Tlaventa U en pesos por kilogramo "Q la obtiene mediante la
funciond Q vAQ x e T T

a) ¢ Cuanto obtiene de la venta si siembra 8 hectareas?

petermina la cantidad de kg que cosecha por las 8 hectareas, utiliza la funcion
QQ w¢nn@oe mparaQ .

Evaluamos en la funcion Q

QY wgmygt pemm

QU wemygn pemT

QU xXooemmeTmT

QY xgnmm

Cosecha 72,000 kg por las 8 hectareas

Para determinar la venta por 72,000 kg (valor de "Q utiliza la funcion para la venta
DLQ LVBQ xomuT

Evaluamos 'Q X &t

VQ VB XCMMTIK QT

VQ ocwemmXEp M

VQ Tmooemnm

Obtiene una venta de $403,600 por las 8 hectareas cosechadas.

b) Determina la funcién para obtener la venta en términos de las hectareas sembradas y
calcula la venta para 8 hectareas sembradas.

Para determinar la funcion utiliza la operacién funcion composiciéon de las funciones:

VO wenn@enm
DQ vAQ xomm

La operacidon composicion es,
V20N VOO VWCNMMEETMU WC TITTRP TTTIX @ T T

VIMOTMMUTTK @UTL T TTPE T
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| es la funcién que permite calcular la venta de acuerdo

con las hectareas sembradas.

Utiliza la funcién que obtuviste para calcular la venta para las 8 hectareas sembradas 'Q
VZ2QY VQY vmeWNM pPpCTT

VZ2QY VQY vmeWM pPpCTT

VZQY VQY TTHmTYTPE T

VZQY VQY Tmooemm

La venta por las 8 hectareas sembradas es $403,600.
c) Elcosto ‘:{ en pesos por kilogramo "Q que invierte el agricultor esta dada por la funcion
wQ p®Q p @ 1 pesos. Determina la funcién para obtener la ganancia por kilos, por
hectareas sembradas y ¢ Qué ganancia tiene el agricultor por las 8 hectareas sembradas?

Determina la funcién ganancia "QQ por kilos, sabes que ganancia es igual a venta menos costo,
para determinar la funcion realiza una resta de funciones:

i ) MMQ 00 o7
L'Q VBQ xXomm
WQ p®Q ponmm

Sustituye la funcion b Q WO Q )
MO 10 07

MO vAQ XemmPdQ penMMWAQ XenmPAQ peNMNIUQ YT I

Para las 8 hectareas sembradas obtuvo 72,000 kilogramos, calcula la ganancia

funcién para obtener la ganancia de acuerdo con los kilos vendidos.

QX ¢ X CMNATPT T
QY ¢ YUY T TPT T
QX CTITITE X WOTT
En 72,200 kilogramos obtuvo una ganancia de $279,600.

Ahora determina la funcién ganancia en términos de las hectareas sembradas, para esto debes
calcularla "& 'Q "Q delas funciones™ QQ 1Q YT TWTQQ ¢ TT T R TTTT

NN V00 MQWENMMRETNT W MITE MUY T T
COYNMMA NTMPTI MO QYN Y

sembradas.

i funcion ganancia de acuerdo con las hectareas

Calcula la ganancia que obtuvo en las 8 hectareas sembradas, evalia™Q @en

EQ Y QQu COQYMWIT pT YT T
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"RQY QQY cwrTTPm YT
QY QQY cwTTTPm YN
EQY QQu G X W Tt

La ganancia que obtuvo en las 8 hectareas sembradas es de $279,600.

Observa que en el planteamiento de la situacion se presenta varias funciones:

La funcién kilogramos 'QQ  w¢ 1 11 fR¢hmon ella determinas los kilogramos de maiz que

produce en ‘Qhectareas sembradas.

La funcion venta 0 Q
de maiz producidos por hectarea.

La funcioén costo ®Q
producidos por hectarea.

Después obtuviste la funcién venta

020 Q

VB'Q X ¢ Ttasirve para obtener laventa en pesos por los "Ckilogramos

p®Q p ¢ T temsirve para calcular el costo por k kilogramos de maiz

0VQQ vmemMPQR T oon esta puedes

calcular la venta en pesos por las "Qhectareas sembradas.

Determinaste la funcién ganancia "QQ
acuerdo con los ‘Qkilogramos producidos.

Luego calculaste la funcion ganancia "%Q Q "QQQ

ganancia por Qhectareas sembradas.

Para 5 hectareas ¢ cuantos kilogramos produce?

Qu

1Q 1 1roon ella obtienes la ganancia en pesos de

o YmnmQ Y para calcular la

WCTUT POTTIT T T

Por las 5 hectéreas produce 44,400 kilogramos de maiz.

Determina la venta. En las dos funciones para
la venta debes obtener el mismo resultado.

venta por kilogramos
8
OTTTTT
Por los 44,400 kg una venta de

Venta por hectarea

0z Qu 0Qu

Por las 5 hectareas una venta de

Calcula la ganancia. En las dos funciones de
ganancia debes obtener el mismo resultado.

QrrTTnm
Por los 44,400 kg una ganancia de

_ Ganancia por hectareas
QN QQQ ocooeyYmmQA YT
QU "QQu

Por las 5 hectareas una ganancia de
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Contesta lo que se te plantea en cada uno de los siguientes puntos, de acuerdo a la situacion
gue se te plantea.

1. Un agricultor siembra maiz por sistema de irrigacion (riego por goteo). La produccion en kg Q

por hectarea "Q esta dada por la funcion QQ Y wmnm'Q

, pT Tl venta O en pesos por kilogramo Q la obtiene

r mediante la funcion © Q T8Q ¢ ¢ 1yt el costo por

< - L w

Y ' kilogramos 'Q cosechados esta dado por la funcién ®w'Q
l g . 1™Q cuvmm

a) ¢, Cuantos kilogramos cosecho en 6 hectareas

sembradas? Evalta™Q ¢enQQ YWNM®T N

b) Determina la funcién para la venta por hectarea sembrada, para ello, realiza la operacion
funcién composicién: Vz2'Q 'Q 0 'QQ

c) ¢Cuanto fue la venta por 6 hectareas sembradas?. EvaliaQ ¢en 0z2Q Q 0QQ

d) Determina la funcion ganancia por kilogramos vendidos, debes de hacer una resta de
funciones,QQ 0L Q wW0Q

e) Determina la funcién para la ganancia por hectarea sembrada, para ello realiza la
operacién funcién composicion: & 'Q 'Q "QQQ

f) ¢Cuanto fue la ganancia por 6 hectareas sembradas? Evalita Q @ en "®&Q Q
NOXoXo)
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Bloque 2 | Limites de una funcion

2.1 Propiedades

0

La interpretacién del concepto del limite es importante, porque muchas situaciones de

nuestro contexto tienen limites, si no son considerados, nos llegan a poner en aprietos, algunos

ejemplos de estas situaciones son las siguientes:

Limite de velocidad en las carreteras. Limite de carga en vehiculos automotores.

Limite elastico en fisica.

OWWWWWAWO

Limite de carga de una bateria. Limite volumétrico o capacidad al derrame en
recipientes.
Ul
—
=
Capacidad de almacenamiento de informacién en Limite de temperatura corporal, que en el caso del
un disco. COVID 19 es importante para determinar si una

persona estéd infectada o no.

i

Figura 2.1. Ejemplos de limites en la vida cotidiana
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Actividades de Apertura

Un ejemplo del concepto de limite se puede determinar a partir de las proporciones que
se indican de la seccion aurea de la peliculade A Donal d en el pma8 ¢gi adaes o ,a s

Observa el video en el siguiente enlace:

°YOIJT|]hE https://www.youtube.com/watch?v=zegO2glaK IRz g

Analiza el siguiente problema hipotético que nos genera un limite de una sucesion
numérica: Demuestra que al término de un afio habra 122 células, partiendo de una célula, si

estas tardan un mes en madura y un mes después se separan en dos.

- 9

Figura 2.1.1. Proceso de reproduccion celular.

En la figura 2.1.1. se muestra el proceso hasta los 7 meses. En la siguiente tabla registra el
proceso hasta los 12 meses.

@ (w | N ==

Wl | N || W[N] =

¢, Cudl sera el limite de esta sucesion si no la limitamos a los doce primeros nimeros?

La serie numérica que registraste en la tabla se conoce como la serie de Fibonacci.
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Analiza otro ejemplo: Si dividimos el segundo nimero obtenido entre el primero, el tercero

entre el segundo, el cuarto entre el tercero y asi sucesivamente, ¢Qué limite se tendra?

Division Resultado
1/1 1
2/1 2
3/2 15
5/3 1.66666
8/5 1.6
13/8 1.625

21/13 1.61538
34/21 1.61904
55/34 1.61764
89/55 1.61818
144/89 | 1.61797

¢, Habra algun limite?
Si graficamos esta serie numérica podemos tener una idea.

1.625

1.5@ 1.666..
|\,

Esto nos r ecuer Oamald ea el pasldeé lasuniagematieasd

El limite se puede determinar a partir de las proporciones que se indican de la seccién
aurea descritas en ella.

1
Cox—1
La razon del segmento total a la unidad es igual a la razon entre ésta ultima y el segmento
de longitud x-1

x
1
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Resolviendo esta expresion nos queda:

= e

x(x—1)=1(1)

x2—x—1=0
Aplicando la formula general para la solucion de ecuaciones de segundo grado:

—b ++/b? —dac
x:
2a

Sustituyendo nos queda: —(—1) = /(1) —4(D)(-D
X =

2(1)
1+4y1+4 1++/5
x’: —_—
2 2

Las dos respuestas obtenidas son:
x, = 1.6180339887498948482045868343656
x, = —0.6180339887498948482045868343656
La respuesta real que corresponde a la razén es:

x; = 1.6180339887498948482045868343656

@@} Actividades de Desarrollo

Sucesiones de nimeros

Como observaste, para llegar a este concepto debemos situarlo sobre una escala
numeérica los puntos correspondientes a los términos de la sucesion, te invitamos a que hagas la

gréfica de la siguiente serie de nimeros y determines lo que se te pide.

O U X W, o p .
ph-h-FEh-FB iy —F8
oTWUL €
Si hacemos una tabulacion dandole valores a n podremos ver con mayor facilidad la
aproximacion al limite de esta sucesion.
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n 2- 1 El calculo para:
1
1 1 n=1 queda: 2_i:1
2| 3
1 4 1 3

n=2 queda: 2- = - =

3 5 2 2 2 2
3

4 1 6 1_5
5 n =3 queda: 2- —=—- —=—
5 3 3 3 3
7
8 De la tabla indicada con numeros, nos resulta por limite el valor de 2.
190 Supongamos que w es una variable cuyo campo de variacion es la
11 sucesion ¢ -
12 W ¢ B
13 €
14 : . . i . N
15 Se dice que w se aproxima al limite 2, o bien que wtiende a 2, y se
16 representa w° ¢.
17 L : . : .
18 La sucesion ¢ - no contiene a su limite 2, sin embargo, la sucesion
19 v~ . : .
20 ph-hph-hphB hen la que todos los términos impares son iguales a 1. Por

tanto, una sucesion puede o no contener a su propio limite. Sin embargo, como veremos mas
adelante, decir que @° ®implica, @ &esto es, se sobrentendera que cualquier sucesion dada

no contiene a su limite como término.

Si @O ¢ segunlasucesiéon g -, "Qw & © T segln la sucesion ph-h—h—MB h¢ -
Ahora bien, si G° ¢ segun la sucesion ¢hc8t pcdt B hy —; @  T; segun la sucesion

18 gt M@t Wwlthpe — M8 Parece razonable esperar que @ tiende a 4 siempre que

tienda a 2. En estas c o ellnitede &’ rcuwasdo stiendeas2teigublac e qu e

40, Yy se representa por el simboli smo
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Calculo de limites por aproximacion.
Limites por la derechay por laizquierda.

Cuando WO ¢ segun la sucesion
ph-h-h-h-FB hc -8, cada término es siempre menor que 2. Se expresa
diciendo que w tiende a 2 por la izquierda, y se representa por w® ¢
Anéalogamente, cuando ®° ¢ segun la sucesion ¢®hedt et B iy,  — cada

término es siempre mayor que 2. Se expresa diciendo que wtiende a 2 por la

derecha y se representa por w© ¢ . Es evidente que la existencia del io E'Qo

implica la del limite por la izquierda | E'Qc y la del limite por la derecha
io E'Q , y que por ambos son iguales. Sin embargo, la existencia del limite por

la izquierda (derecha).

Ejemplo: Sea la funcion Qo  Ww @ . El dominio de definicion es el intervalo ¢ @ 0©.Si a

es un nimero cualquiera del intervalo abierto 7 0 <@w<o, |_Ellw & existeyesiguala M & .

Considérese ahora que a=3. Si wtiende a 3 por laizquierda, | EMw & Ty sifixotiende a

3 por la derecha | EMlw @ T no existe, puesto que para ®>c, lw @ es un ndmero

imaginario. Por tanto, no existe |_Ellw @ .

Andlogamente, | Ellw @ Texiste y es igual a 0; sin embargo,

noexisten] EMw @ mynil EMo o

Veamos de una manera mas sencilla este tema mediante algunos ejemplos:

Ejemplo 1. Hagamos el analisis del siguiente limite io E-—— con precision de una milésima.
Solucién: Si hacemos la sustitucion directa del limite nos quedara:

DGETI Academia Nacional de Matematicas 63



Calculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales

<g/)

= - indeterminado

Ahora hagamoslo con lo que nos mencionan en el parrafo anterior:
Analizando por laizquierda el limite con precision de una milésima, es decir, nos aproximamos
a una milésima por la izquierda del 2, lo cual quiere decir que hacemos una diferencia de dos con

una milésima para ver a que valor tendera el limite, siendo este de la siguiente forma:

CZTBITp pdww ellimite queda:

L W R VI O BOWwW PR W W
| E4‘7(p I El— ¢ P P ¢
o W C o8 W C P8O W W¢

C& W @ TT TP W WP TBIMTT WWW
T8 WW
P& W WC T8 T P

Analizando por la derecha el limite con precision de una milésima, es decir, nos aproximamos
a una milésima por la derecha del 2, lo cual quiere decir que hacemos una suma de dos con

una milésima para ver a qué valor se aproximara el limite, siendo este de la siguiente forma:

¢ T@Tmp ¢8mpellimite queda:

L. W R ¢V B gum gt
| EH—-+— ® e ‘ L P& e
° w q ° 8 W q carmpg

TImTnmPrmpe T@ITTUTTTP
u8t I p
Carmpg T8 1T p

Como podemos ver los dos limites se aproximan a 5 si redondeamos los dos resultados.

Ejemplo 2. Analicemos el limite de "Qw  ——— cuando w° o.

Hagamoslo sustituyendo directamente la tendencia y veamos que pasa:

s w
| E

o W o o O

-

. v 0 T CuU O T Wcvu
O O
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S/

—— - indefinido o indeterminado

Nuevamente hagadmoslo con lo que hemos aprendido en el parrafo anterior:

Analizando por laizquierda el limite con precision de una milésima, es decir, nos aproximamos

a una milésima por la izquierda del 3, lo cual quiere decir que haremos una diferencia de 3 con

0.001 para ver a qué valor tenderé el limite, siendo este de la siguiente forma:
ozTBITp CBww ellimite queda:

el Mo v LET MWt @ T CU CRWW
P ° W o ° 38 W o CB Wwwao
T QU WowT mmp VMp@IMULUO® TEHMIITXT QY
.' T8 1T p T8 1T p T8 1T P
TBIMITYXT WY
—_— T W
i e T8I T P b v

Analizando por la derecha el limite con precision de una milésima, es decir, nos aproximamos
a una milésima por la derecha del 3, lo cual quiere decir que hacemos una suma de 3 con 0.001
para ver a qué valor tendera el limite, siendo este de la siguiente forma:

o Tdimp o3 pellimite queda:

iEt Ncu iE"T Mlcu @ T CU Oo8tmtp T WL BImmmp
+— I :
o W o o8 W o ogimpo T8t T p

T Mp @Wowww oBWWE T @@PmmXuTmp wu T
TELUTTPXULUT
TBImp TBImp TBImp

Redondeando a centésimas es 0.75

Como podemos ver los dos limites se aproximan a 0.75 si redondeamos los dos resultados, esto
lo comprobaras con los métodos que se utilizan para limites indeterminados que veremos mas
adelante, mientras eso sucede hagamos otro ejercicio un poco mas dificil, pero con éste método

gue estamos viendo todo se hace facil.
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Actividades de cierre

1. Aplica el procedimiento explicado anteriormente para resolver el limite:
NP )
| EF——
° W 9T
a) Sustituye directamente la tendencia observa que sucede:
o I,|7|H) C

| E K
°T W QT

b) Analiza por la izquierda el limite con precision de una milésima, es decir, nos

aproximamos a una milésima por la izquierda del 8. Sustituye el valor de 7.999

N S

| Ek

° W QT

c) Analiza por la derecha el limite con precisién de una milésima, es decir, nos
aproximamos a una milésima por la izquierda del 8. Sustituye el valor de 8.001

NN )

| Ek S

o W QT

d) ¢Existe una misma tendencia en los valores por ambos lados?

e) En caso afirmativo, ¢, Cudl es el limite de la expresion planteada?

2. Resuelve los siguientes limites aplicando el procedimiento anterior:

a) 1 EM—
b) 1 EF—
c) | EF—

66
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QI'E Actividades de contexto o Transversales

1. La bacteria que nos produce la enfermedad comunmente llamada FARINGITIS, el
o %3 Staphylococus aureus, tiene un comportamiento similar al COVID-
19, solo que el Staphylococus aureus se duplica cada 3 horas,
siguiendo la misma pauta del desarrollo de los numeros de
Fibonacci, haz un diagrama de &rbol, determina la sucesion de

nameros, determina la ley matematica con la cual se reproducen

y determina el limite de la sucesion.

2. Una escalera de 30 pies se apoya en un edifico y su base se separa del edificio a 3 pies

por segundo. Sabiendo que su extremo superior desciende por la pared
con velocidad

1 QQ

 — L

a) Hallar la velocidad cuando wes x n "QQi

b) Hallar la velocidad cuando w p u) 'QQi

c) Hallar el limite de r cuando w° ¢ v

1. El coste (en millones de délares) para un gobierno de la captura del wpor ciento de una

“ lI ||| H droga ilegal al entrar en el pais viene dado por:
« L ga .
l -h m o pnm
I || pTT®
II ||“| | l a) Hallar el coste de capturar el 20 por ciento.
' .
bu_.'rl -uc.glﬁ. b) Hallar el coste de capturar el 40 por ciento.

c) Hallar el coste de capturar el 60 por ciento.
d) Hallar el coste de capturar el 80 por ciento.

e) Hallar el limite de 6 cuando ®° p T T
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1. Calcula el limite de las sucesiones siguientes, utilizando la metodologia antes estudiada:

Limite de una sucesion.

Limite de una sucesion.

R e

a) phfARB

b) ph-h-h—h—18

d) uvhth—hh—i8

L)

|
?‘(
?<
?‘(
?‘(
a<

f) g G wny w ddd w whd w

2. Resuelve los siguientes limites aplicando el procedimiento estudiado anteriormente:

a IOEi—
b ioEi—
c. 1 EF——

68
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3. Determina los valores que se indican en la tabla desde n = 4 hasta n = 20 en el siguiente
espacio:

Sdlel

pPd

qlc| niaq

P&

Si anotas sus equivalencias en decimales ocupando una calculadora, ¢ Cuél es el limite
de esta sucesion?
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4. Determina directamente los limites de las siguientes sucesiones de nimeros, indicadas

en la tabla (n aumenta):

Sucesion

Limite

td =l ud o)

™| O

™|

™| O

5. Determina el limite de las siguientes sucesiones en términos de n:

Ejemplo: pﬁ— F]— F]— F}- Fﬁ -

h—h—8

?(

a) pF’t—

al
?(
I
?(
E<

b)

d) - F 8

e) TRy o o w I w w sk

DGETI
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2.1.1 Limites indeterminados

Introduccion

Como vimos en la seccion anterior existen limites de sustitucion directa, los

cuales se resuelven al evaluar la funcion en un punto especifico. En esta seccién

. analizaremos los limites indeterminados, este tipo de limites se caracteriza
N . "
‘ porque al evaluar la funcién nos queda un resultado de la forma - o — con N
——
. ‘ Y, que se conocen como indeterminaciones.
N

Este tipo de limites surge en funciones racionales, recordar que este tipo de

funciones tiene la forma

0 @
Donde 0 & y0 @& son funciones, que generalmente son polinomiosy 0 & es diferente de cero.

Cuando se obtiene el limite de una funcion racional, puede dar como resultado alguno de los

siguientes casos:

a) El resultado de un nimero real.

b) El resultado es un cociente de la forma - (tanto numerador como denominador son cero).

c) Elresultado es un cociente de la forma - (donde el denominador es cero y a es cualquier

namero real).

Actividades de Apertura

El concepto de limite de una funcion se aplica a diferentes materias, como por ejemplo:
contabilidad, economia, fisica, quimica, biologia y medicina. Para comenzar a abordar los
ejemplos de este tema partiremos de un problema relacionado con medicina. Tal vez, te has dado
cuenta que, al ingerir un medicamento, la concentracion de dicho medicamento dura dentro del
cuerpo (en la sangre) cierto tiempo y después es desechado. En este proceso la concentracion

alcanza su accién efectiva en un determinado instante, luego a partir de ahi, este efecto dura
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cierto lapso y finalmente disminuye y es expulsado, por lo que es necesario ingerir otra dosis.

Dicho esto, tenemos que:

Si la concentracién de un medicamento en la sangre con respecto al tiempo 0, esta dada por la
funcion Q0 —— , 0 es medido en horas y "Q0 en miligramos por litro & "4 . Contesta las

siguientes preguntas:

a) ¢ Cual sera la concentracion en 240 minutos?

b) ¢Cudl sera la concentracién en 8 horas?

c) ¢ Cual seréd la concentracion en una hora?
Conceqtracién

Solucién:

Para darte una idea del comportamiento de

la concentraciébn en la sangre conforme
avanza el tiempo puedes visualizarlo en la
siguiente gréfica, en la cual se observa que

para un tiempo inicial cero, la

concentracion es la unidad completa y

tiempo
conforme va transcurriendo el tiempo ésta

disminuye:

a) Para este inciso recuerda antes que nada la conversion de unidades, pues en la funcion
la variable del tiempo debe medirse en horas. Por lo que debes convertir 240 minutos a
horas.

PRI G L L
——  CTmQE T @D
¢ @ Q¢

Gréaficamente puedes ver que la concentracién en cuatro horas corresponde a T& & "Qt
Concentracion

tiempo

- o1
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Ahora bien, si quieres obtener este valor de forma analitica necesitamos realizar lo
siguiente:

a T p o (0)
* T p T p POPP pPpUL

O"'D‘
cl|lo

Y
e O I im

Y

Este resultado como puedes ver se obtiene mediante lo que vimos en el tema anterior, es decir,

el limite de sustitucion directa.

a) Ahora veamos cudl es la concentracion iy
Concentracion

en ocho horas, para esto tenemos que:

En la grafica puedes observar que la
concentracion en 8 horas corresponde
a Tpa Fa Es una aproximacion;

porque para saber el valor exacto es

—e——————tiempo

necesario realizar los calculos

analiticos.

De este modo, observa que por limites de sustitucion directa obtenemos:

.. 9 P U op X X X P
{1 — = fm
€« 0 p Y p Y p TP (prTlfﬁ)pp]r:l

Regresando al problema puedes pensar que la concentracién ya esta casi fuera del cuerpo por

lo que sera necesario otra dosis para que el medicamento vuelva a tener efecto.

b) La pregunta clave para introducir este tema es ¢ cudél sera la concentracion en una hora?

Si lo resuelves de forma analitica utilizando la sustitucién directa obtienes:

t —— - } Esto es una indeterminacion.

Nota: Existen diferentes indeterminaciones que podemos obtener al utilizar limites, por ejemplo:

-h-h-hHbzmthH Hp bt b . En esta unidad nos enfocaremos en analizar aquellos que

tienen la forma -.
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Algunas veces estas indeterminaciones pueden resolverse aplicando procedimientos algebraicos

como la factorizacion, la racionalizacion, etc.

En éste caso, si realizas una factorizacién en el denominador y simplificas se resuelve la

indeterminacion; por factorizacion de diferencia de cuadrados obtienes:

i ? p i 0 p Concentracion
«€0 p @« 0 po p 1\
e p Y p
« 0 p p P g 0.50mD
™ o Ao
. - - : s * =tiempo
Analizando la grafica observa que el limite - 0 1 2 3 4
corresponde efectivamente a @ & "o

Por lo que puedes concluir que la concentracion del medicamento en una hora@sa "@o

@@} Actividades de Desarrollo

Para empezar a desarrollar una habilidad en la resolucién de limites que presentan alguna
indeterminacion de la forma - comencemos primero recordando con un ejemplo los casos de

factorizacion:

Factor Comun: para el primer ejemplo se trata de factorizar al mayor factor que tengan
en comun tanto en coeficiente como en exponente todos los términos. Y para el segundo

se busca hacer lo mismo, pero primero se hace una agrupacion de términos.

Ejemplol: T @ ¢ (O LW W TW LW
Ejemplo2: @ w © p © 0 p pw0 p W p WP

Diferencia de Cuadrados: Este caso de factorizacion se utiliza para expresiones de la
forma @ y sus factores se determinan a partir de sacar la raiz a ambos términos y
dichas raices se escriben dos veces: una donde se estén sumando y la otra restando,

estoes: ® @ O ©.
Ejemplol. ® 0@ @ ¢ ® @
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Ejemplo 2. & vp G w & () a wd oda o

De la forma e { e 4t Para este caso de factorizacion se recomienda buscar dos

nameros que multiplicados nos den el valor de ¢ y sumados nos den el valor de b.
Ejemplol. ® @ om ® U ® @
Ejemplo2. @ Yo X ® X ® p

De laforma e 4 e 3k Para este caso de factorizacion se recomienda buscar dos
nameros los cuales multiplicados nos den el valor de a*c y sumados nos resulte el valor
de b y con estos nimeros se realiza una descomposicion del numero b y se realiza factor

comun de términos semejantes.

Ejemplol: pgw C(@® X Oow p Cw X

Se buscan los numeros tales que cumplan las condiciones mencionadas:
(21)*(2)=(6*7)=42 (21)+(2)=23
W (@ X O (P W X e M Cw X
owGew X PGCW X 0w p QW X

Suma o diferencia de cubos perfectos. Se tienen dos casos:

Primer caso: La suma de dos raices cubicas: a*+b®

Para obtener el primer factor:

(a®+b% se extrae raiz clbica a ambos términos y se suman: (a+ b)

Entonces, v 5
w w

Primer término  Segundo término
Para obtener el segundo factor:
Se eleva al cuadrado el primer término: a°
Menos la multiplicacion del primer término por el segundo: - ab

Mas el cuadrado del segundo término: +b?

Entonces, reuniendo los dos factores obtienes: (a°+b°) fa B(& ab BN
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Segundo caso: La diferencia de dos raices cubicas: © @

Para obtener el primer factor:

(® ® se extrae raiz clibica a ambos términos y se restan: & @
Entonces,

Para obtener el segundo factor:

Se eleva al cuadrado el primer término: @

Mas la multiplicacién del primer término por el segundo: & @
Més el cuadrado del segundo término: &

o

Entonces, reuniendo los dos factores obtienes: ® O O HO S

Ejemplo 1: Descomponer en dos factores:w p g v

Se extrae raiz cubica a cada uno de los términos:

De W p ¢ e obtiene el primer factor: @ L

Para el segundo factor:

El cuadrado del primer término: @
Mas la multiplicacién de los dos términos: v
Més el cuadrado del segundo término: ¢ v - 4
De esta manera obtienes los dos factores: @ UL ¢ ULVW C UL
Ejemplo 2: Comprueba que se cumpla el resultado de la siguiente expresiéon: p  (w
P CO P GO TW
A continuacion, se presentan varios ejemplos que dan como resultado una indeterminacion de la

forma -, en los cuales se busca utilizar algin caso de factorizacion para resolverlo y

posteriormente analizar una comprobacion a partir de su gréfica.

w o« @& @
Ejemplo 1: Calcula el limite de la funcion: | | +——

Pye] [ ]

Solucién: Si calculas el limite por sustitucion directa tienes:

I 1 — —} Lo cual es una indeterminacion.
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Para resolver esta indeterminacion realiza las factorizaciones correspondientes:

i > atbtw fod
v w [ ] [ ] wooe
1 L1
o0 Pye]

[ ]
Bih e > afBilgo mstm v

Ahora bien, si observas la grafica de la funcién puedes corroborar este resultado, pues cuando

_
— B 8

@O psulimite es 1.5

rx-2
y -1 X ¥

-4 0.666667
Pomnt Discontinuity -3 0.5
[ e
2 —1 | Undefined
0 2
1 | Undefined
2| 1.333333
X 3 1.25

4

5

1.2
1.166667

Ejemplo 2: Calcula el limite de la funcion: [
PYe ) ° °

Solucién: Si calculas el limite por sustitucion directa obtienes:
| Ed @ e@qm | B¢ odcm
° e P XO PpT L EG pe Xd pT

C ¢ © ¢ QT Y pgcm T
® ¢ PCGC X G PT CT GT PT PT ™

Se tiene una indeterminacion. Para resolverla realiza las factorizaciones correspondientes:

factorizamos por caso & bx ¢ sacamo® como factor comuin
f—j% f_/%
2¢°- 6x -20 . (2x+4)(x -5 i (2x 4 (x5

[ =
WL B 12X X 3 2 o(x F [x P+-2 (& xR +
factorizamos por factor comin
= lim 2(0+7) (x-9) _ jm 20 8) Im2(x9)
=2 (6x+7) (x42) *2(6x+7)  lim (6x +7)

_2(-2-9 A3 -14 14

(6(-2 ) -12+7 5 5 =
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&
Ahora bien, si observas la gréfica de la funciéon puedes corroborar este resultado, pues cuando
w9 ¢ sulimite es 2.8

Point Discontinuity
14 2
{-Z’SJ 2x"— 6x—20
f@=— ] v
6x" +12x +7x + 14 —4| 1.058824
4 —— =3| 1.454545
—2 | Undefined
2 ,_ -1 -
1 0|—-1.428571
1 1|-0.615385
i At X 2(-0.315789
/2’—-‘—. 3 —0.16
4|-0.064516
1 5 0

Ve 1

Ejemplo 3: Calcula el limite de la funcion: « cuandoe ©

Solucién: Si calculas el limite por sustitucién directa obtienes:

w o« A U n " . . . 2
I W - Una indeterminacién

Para resolver esta indeterminacion, utiliza otra técnica que es racionalizar la funcion, es decir,
multiplica por una funcién identidad de tal forma que al hacerlo la funcién racional ya no tenga
raices y puedas regresar a factorizar y simplificar.

k-2

x2 X-2

Primeramente, obtén el conjugado de /x - +/2,que es igual al mismo binomio con el signo central

cambiado, es decir, /x ++/2.

Enseguida, multiplica la funcién por su conjugado; tanto el numerador como el denominador.

2 A
. B2

A continuacion, multiplica numeradores y denominadores, y se obtiene:
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i (x2) [
=2 (x- 2)(Vx «/’) M(&+ﬁ)
Sustituimos el valor del limite y obtencion del resultado:
. 1 1 1
lim = T

(e a) (7 +7) T2

<g/)

Puedes comprobarlo mediante su grafica:

K -2
y=——y" Ly
x-2 “o| 070707
+ 05| 0471405
4l T 1| 0414214
1 15| 0378037
T _2 Undefined
T 25| 0333851
1 3] 0317837
e R — \‘__,* — — X 3_5 0.30441
4 2 1 2 4 T 4| 0292893
L1 Point Discontinuity as| o023
I )
41 2o 8

2.2

Como puedes ver, el resultado del calculo es , Y el punto gue nos muestra la gréfica es 5

1
22

tienen el mismo valor de 0.353553.

Otra manera de ver la solucion es realizar: a1 &2 02/2 |2a/2
©v2 B2 84(2 8
Ejemplo 4. Calcula el limite de la funcioén: ‘IO E_||/|:
Si sustituyes el valor del limite en la funcion obtienes:
| BH—— — — — Indeterminacién

o n n

Para quitar la indeterminacion obtén el conjugado de: o W v, que es igual al mismo binomio

con el signo central cambiado: ¢ W .

Enseguida, multiplica la funcion por su conjugado tanto el numerador como el denominador.
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2 (4- xz)(3 /X’ 5-) (4 xz)(s \ g +
lim —2" X —jim Hm
x2g_ /XZ 5 x—2(3_ /X2 5)(3 ZXZ 5)+ X 2 (9_ (Xz 5))
factorizacion por diferencia de cuadrados
(87 (34 ) im (3 <% 5
= X2 5—)

:(3«/22_5) =J9 3 3[§

lim (4- XZ)(B J'\/XZ_S)

2 (9_ N ) :|>i<m2

X +1
X+1

Ejemplo 5: Calcula el limite de la funcion: Iim1

Solucién: si calculas el limite por sustitucion directa obtienes:

o+l (-
lim =
x-1x+1

1) 4 _ o
Una indeterminacioén
1 3

Para quitar la indeterminacion factoriza el numerador:

L descomposicién en dos factores
factorizacion pov( a+ B) .

lim X +1 lim X 4 Fm (X+l)(X2 (X)(l) (-EI)Z)
- -1 x+1 x-1 x 4 x -k (X :Q

ymlwg(j;;x ﬂ)ﬂiml(xz x4 (- (D ) 14 =

Su grafica:
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Pomt Discontinuity
(=1,3))
I 1 1 —=x
-10 =5 il 5 10
5T
_toL
.27

. X
Ejemplo 6: Calcula lim ———

x3 X°-9
Solucién: sustituye el limite de la funcién de forma directa.
im x*-27 3 -27 27 27

x3 x*-9 2 -9 9 9

Factorizacion por( a- ﬁ)

B-27 . (x-3)(x2 8X 9)

lim =lim Fim

1.5
~1.45
“1.4
135
1.3
-1.25
07
1.15
1.1
~1.05
|
0.95
09
~0.85
0.8
0.75
0.7
~0.65
0.6
0.55

¥y

4.75
4.5525
436
4.1725
3.99
3.8125
3.64
3.4725
3.31
3.1525
Undefined
2.8525
2.71
2.5725
2.44
2.3125
2.19
2.0725
1.96
1.8525

B] } Indeterminacion

Para quitar la indeterminacion factoriza el numerador y el denominador:

M(x2+3x 49)_

x3 x*-9 .3 (x 3)(x 3 x 3

Factorizacién por diferencia de cuadrados

(x-9 (x+3)

(¥+3x 9) 2+3(3 9 g9+9 49 27

i (x+3) 33

6

<g/‘

1. Ejercicio: Con base en los planteamientos estudiados en los ejemplos anteriores,

determina el valor de los siguientes limites a partir de la funcién dada:

e

DGETI Academia Nacional de Matematicas
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Actividades de cierre

<g/)

Determina el valor de los siguientes limites a partir de la funcion dada:

a) ;l: i @,

Pye) [ ]
b) Calcular el limite de la funcién O .'.—cuandooo

. ° . e

o i i+— Ti%r—

(0] ° Pye] °

€ i J

d i i4+—-

Pye] [ ] [ J

: Actividades de contexto o Transversales

Uno de los problemas principales que nos encontramos en la actualidad es la caza indebida de

animales. Supongamos que la caza ilegal de un determinado animal en

<

peligro de extincion esta determinada por la funcién l | < <

8 , donde Orepresenta el tiempo en afios y "Q0 la cantidad en miles

de animales que son cazados. A partir de esto contesta lo que se te pide:

Nota: las respuestas se dan en enteros pues al hablar de animales no

tiene sentido utilizar decimales.

1. ¢Cudl es el nUmero de animales cazados en un afio?

f(1)= 11 204 =2 204 —61: 2.04 [ 1.8733F

0
(" sy 5§ T 5

Como son miles, entonces tenemos 1873 animales cazados.
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2. Si se tienen, supongamos, 2020 animales de la especie en peligro. En 20 afios ¢Cuantos

animales quedarian?

f (20) = 20- 10 204 =22 204 % 204 084- 2.044

((20 520 5() - 250 25

Como son miles, entonces tenemos 2000 animales cazados y si teniamos 2020 animales en

total nos quedarian solo 20 animales.

3. ¢Cual es el nimero de animales cazados en 10 afios?

La funcién en ese tiempo nos resulta una indeterminacion por lo que es necesario utilizar el

concepto de limite para determinar la cantidad de animales cazados:

f(10)=—— 2919 504 _0 240.
-((20)" -5(19 59
| t-10 (t-40) 1
lim +2.04 =lim +2.04 =lim————~ 2.04
x 10 § 0o x 10 (t t+5 x10-(t H
@ 550 O (40 (t+5) (t )

CFactorizacion del tipo %+ bxrc =

= 1—];5 204 9.066666 2.84| 1.973f

Como son miles entonces tenemos 1973 animales cazados.

1. Resuelve el siguiente problema: Supongamaos gue la posicion que tiene una particula esta dada por
la funcién

0T O pmm
O poe O pTm

Donde i se mide en metros y 0 en segundos.

i 0
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Contesta las siguientes preguntas.

a) ¢En qué instantes de tiempo se tendrian indeterminaciones de la forma -?

b) ¢Qué concepto necesitas aplicar para poder saber la posicidén de la particula en esos instantes

de tiempo?
c) Aplica el concepto anterior para determinar la posicién en dichos instantes de tiempo.
d) ¢Cual es el limite de la funcion posicion cuando 0°  segundos?

e) ¢Cudl es el limite de la funcién posiciéon cuando 60°© 1 segundos?

i

1. Calcula los siguientes limites:
a) | BH———

(o}

P LN n .
b) Calcula el limite de la funcion U ——— cuando w° t

d) Calcula el limite de la funcién & —— cuando w° o
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2.1.2 Célculo de limites infinitos

Si el limite de una funcién es infinito, su valor aumenta o disminuye

infinitamente cuando ®° & Es decir:

C

O si una funcion tiende hacia el limite 1, cuando la variable independiente w
P, tiende al infinito, es decir:
i EQo p
Podemos deducir que existen ciertos limites que se presentan generalmente, cuando la variable
independiente wtiene el valor de cero 6 infinito:
a) | Ei n b Ei H

Con base en lo anterior, podemos decir que:

Si el maximo grado se presenta en el denominador el limite siempre seré cero.
Si el maximo grado se presenta en el denominador el limite siempre sera 2.
Si tanto el denominador como el numerador tienen el mismo grado, se tendra como

respuesta los coeficientes de los términos mencionados.

Esto implica que este tipo de limites se pueden resolver por simple inspeccion visual, sin
embargo, habra que aprender el procedimiento riguroso de los mateméticos, que es lo que sigue, y en

esta situacion se nos presenta:

@

Ejemplo 1: Obtén el limite de la funcion: ©0 ————— cuando ctiende a infinito (a).

DGETI Academia Nacional de Matematicas @
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Si sustituimos directamente, tenemos:

iEUd) ocw Y vk (o= U]

|
°oTPY om G Y ot  @h

FIF

Por lo que sera necesario dividir primero el numerador y denominador por w , que es la variable
gue hay con el mayor exponente o término de mayor grado:

. . LW ow Y LW ow Y v o Y
. LU oW L T == == -
| E : ‘le—# | ER W W EP W
Y oow g oY oW g 0 Y 0b  gw b o 9

[B) A ) W W p
c y

V" |5 B U T T U

Y o , mmoe 9

b b

Ejemplo 2: Obtén el limite el siguiente limite:

I E :
° Qw p
En este ejemplo el término de mayor grado se presenta en el numerador y ocupando el método estricto
de los matematicos se hace de la siguiente forma:

L0 TW ¢
1——

. . o TW ¢ T C T C
iEchwciE‘—(b—(b—iE?wd)—crbgcnnol_b
— 0 W . =
© P p © w p ° 9@ P o P nomom
W W B H

Ejemplo 3: Calcula el siguiente limite:
| EH—

o

En este ejemplo el término de mayor grado se presenta en el denominador y ocupando el método
estricto de los matematicos se hace de la siguiente forma:

o O Ve @
20 e o
W O W ° X

)

o
8‘|n

e e|n
mh
1go

L
[
X

w
&)

cio
E|r

8‘|f5‘

H%Ha LS L L S L R 1
S
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@@} Actividades de Desarrollo

Si analizas a detalle, no requiere de tanto procedimiento matematico, si se aplican las reglas
gue se presentan en la introduccion:
Repitiendo el

Ejemplo 1: Obtén el limite de la

Funcion: @ ——— cuando tiende a infinito (=).
Comolafuncibnpr esenta el t ®r mi no d e,enoacgsopodengos laadeolo de or
siguiente:
|O E-+——— anotamos solo los coeficientes de & quedando:

Observa si coincide con la respuesta del procedimiento largo y haz tus comentarios con tus
comparnieros y el facilitador.

Repitiendo el ejemplo 2 se puede hacer de la siguiente forma:
L L0 TW

I E—I‘—c
° o p

Comolafuncibnpr esent a el t ®r mi no de mayor umerada, @ntodces or d et

podemos hacer lo siguiente:

RS ) . . .
| E-+——— anotamos s6lo el coeficiente de 6 y todos los demas

° o0 p
términos quedan con ceros, la expresion sera:
. .,af Tw ¢ O T M O
| E4+— - M
o o p m TU T

Observa si coincide con la respuesta del procedimiento largo y haz tus comentarios con tus
comparfieros y el facilitador.

~
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Repitiendo el ejemplo 3 se puede hacer de la siguiente forma:

R B T R IS

| E4— : :

° XW W QW

En este ejemplo el término de mayor grado se presenta en el denominador:

|O E-4+———— la expresién queda por simple inspeccion:

IEd'D VW @ ¢ T TT 7T TT T
o X0 ® QW X T T X

Tt

1. Ejercicio: Como un pequefio repaso de lo que has aprendido, resuelve lo siguiente con tus

comparieros dentro de clase:
a) Escribe en tu cuaderno la funcion Qw  ——— y encuentra el limite, cuando wtiende

a infinito.

b) Obtén el limite cuando wtiende a 6, de la funcion "Qw  ——

c) Encuentraellimite: 1_ E_||/|_—

d) Encuentrael limite: 1 E———
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1.

a)

b)

b)

d)

Determina el limite de las siguientes sucesiones:

PP P P 1P 18

P W P PP T8

P PP yP o P o dB

Calcula el limitede w @ ¢, siendo w los términos de las siguientes sucesiones:

P P P ¢ 8

TS0 o sy w I W W W W

Calcula los siguientes limites con una aproximaciéon a 0.0001 (una diezmilésima)

&
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Resuelve los siguientes limites sin uso de las aproximaciones:

a) I Eb 1w

b) | Ed co ow
c) I E4——

d) 1 EF——

e) I E——

DR —

9 I E+——

h | E—

) | E—

DGETI Academia Nacional de Matematicas
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i

1. Sabemos que ya tienes ansiedad por practicar lo que acabas de aprender, para esto te
planteamos los siguientes ejercicios, resuélvelos por los dos métodos con el tiempo que

requieras en casa:

32 2. . 3x-2
a) lim X X Ax*L b) im OX " X*3_ ¢) lim -
x- 8 Bx7+x°-3 x- 8 2X°+Xx-3 x- o 7-9x
. 6X%- 4Ax?+2x . 4x3 -1 _ 2x®+3x?- 4x+8 _
d) lim i3 = e) lim ————=f) lim 53 =
X- o 6X" +x°-3 X-8 ¥ 4+x-3 X- 2 4x° - X -7
§x3+§x2-4x+8
lim =
9 fm =, 1 7
ix _ix_i
5 7 2

sin tapa, en este caso la base de la caja sera cuadrada. Se
cortaran cuadros congruentes en las esquinas, para doblar la

pieza metdlica resultante y soldarla para formar la caja,

¢,Como debe hacerse esto para obtener una caja del

maximo volumen posible?
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Bloque 3 | La derivada

3.1 Interpretacion geométrica de la derivada como limite

Introduccion

Tenemos dos problemas con el mismo tema: Nuestro primer problema es muy

o antiguo; se remonta a la época del gran cientifico griego Arquimedes (287-212 A.C.).
]

i Nos referimos al problema de la pendiente de la recta tangente. Nuestro segundo

- \ - e . -
‘ problema es mas reciente. Surgié con los intentos de Kepler (1571-1630), Galileo
“ (1564-1642), Newton (1642-1727) y otros, para describir la velocidad de un cuerpo en
- movimiento. Es el problema de la velocidad instantdnea. Los dos problemas, uno
geométrico y el otro mecanico, parecen no estar muy relacionados, pero las

apariencias engafian. Los dos problemas son gemelos idénticos.

Comencemos con el problema de la tangente: Imaginémonos una montafia rusa como la de la figura:

P
Q(c+h, f(c+h))

Figura 3.1. Recta tangente en una curva

La curva remarcada en rojo, que representa una de la montafia rusa, esta dada por una funcion de la

forma w "Qw. Los puntos de color amarillo tocan esa curva en lugares diferentes. Las coordenadas

del punto P son ¢h"Q . El punto Q, que esta en una posicion mas alta que el punto P, tiene las

e |
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coordenadas @ "h"QG 'Q . La recta secante que une esos dos puntos (marcada en azul) tiene

pendiente &  dada por:

O QA
0

Mediante el concepto de limite, que hemos estudiado anteriormente, ahora podemos dar una definicion
formal de la recta tangente:

La recta tangente a la curva @ "Q@m en el punto 0 ¢h"Q® es aquella recta que pasa por P con

pendiente

a | Ed | E

o (¢]

+0

Q
Q

siempre y cuando este limite existay no seatbo H

Para el problema de la velocidad instantdnea, pensemos que estamos en la parte mas alta de una torre
y dejamos caer una pelota. Supongamos que la pelota se mueve a lo largo de una linea recta, de
acuerdo con una ecuacién del movimientoi  "Q0, donde i es el desplazamiento (distancia dirigida)
del objeto respecto al origen, en el tiempo 0. La funcién "Qque describe el movimiento se conoce como
funcién posicién del objeto. En el intervalo de tiempo © @®hasta® @ 'Q el cambio en la posicién
es'Qw "Q "Qa. La velocidad promedio en este intervalo de tiempo es:
QQI Hada a0 £€Q0
0"QQané Q

¢

)
H B H N
H B H B

k
'
_

Figura 3.1.1. Velocidad instantanea en lanzamiento de una pelota

~q
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Esta pendiente podriamos visualizarla como una recta secante como la que veiamos en la montafia
rusa.

Q((cth).f(cth))
h

as

C " cth "

Figura 3.1.2. Velocidad promedio

Al calcular las velocidades promedio sobre intervalos de tiempo ity "Q mas y més cortos, llegara el

momento en que ‘Qtienda a 0. Asi llegamos a la definicion de velocidad instantanea:

Si un objeto se mueve a lo largo de un eje coordenado con funcién de posicién entonces su velocidad
instantanea en el instante c es

L S LJ00 Qo
v | Ela | E+4 -
o Q

siempre y cuando este limite existay nosea Hbo H

Como te daras cuenta, la pendiente de la recta tangente y la velocidad instantanea son
manifestaciones de la misma idea basica. Posteriormente estudiaremos este concepto

independientemente de estos vocabularios especializados y de sus diversas aplicaciones. Esto lo

haremos usando el nombre de Aderivadaodo, cuya def

DGETI Academia Nacional de Matematicas W
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La derivada de una funciéon "Qes otrafuncion ( | ®as e fAf m@loriemcaaiglier cimgraowes

”n

Q w IOE 0

e

Si este limite existe, decimos que "Qes derivable en c Determinar una derivada recibe el

nombre de derivacion; la parte del célculo asociada con la derivada se denomina céalculo diferencial.
Aplicando lo anterior, vamos a calcular la derivada de la siguiente funcion:
Qw Lvw o
Se debe calcular el | E-H———.

La expresibn "Qw "Q indica que la funcion "Q debe evaluarse en w Q. Asi,

Mw Q v Q o

Luego, reemplazamos "Qw "Q y "Qw en la férmula de la siguiente manera y simplificamos la

expresion.

"Qw

0
o o)
Q

VW O

o

. LU UQo vw o
| EH

Por lo tanto, si' Qo uvw o, entonces™Q w U.

Ahora resolvamos una un poco mas dificil. Calculamos la derivada de la funcion

Qo6 O p

Enestecaso, 6 Q@ ¢o6 Q p
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Luego,

. ..06 QO Qo

(€= N R = -
0 Q
. .60 Q p O p
= 0
260 Q p cO p O Q p cb6 p
= -
0 Q
.66 ¢Qp ¢6 pcO ¢Qp ¢6 p
= -
0 Q
. _TI60 ¢Qc ¢Q
= 0

iOEciIc') c'Qc
iOEciIc') c'Qc
M6 q16 M ¢ YW T

Como puedes notar, las letras usadas en la funcién pueden ser diferentes, pero podemos aplicar
la misma férmula si tenemos claro el concepto de la derivada como limite. En este segundo ejempilo, el

resultadoes™ @ 6 Yo T.
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Actividades de Apertura

1. Entu cuaderno o en un software graficador de funciones:
a) Dibuja la grafica de la funcién @  -.
b) Ubica el punto 0 ¢h- .

c) Traza la recta tangente para 0. Recuerda que es solo en un punto donde la recta toca la curva.
d) Ahora encuentra la ecuacion de la recta tangente en el punto 0:

Primero debes hallar la pendiente de la recta tangente con la formula:

) . ,"slz&) N Q0
a IOE. 0

e) En seguida, para encontrar la ecuacién de la recta, aplica la forma punto i pendiente
W 0w a0 o

considerando las coordenadas del punto 0 para @ fo .

2. Completa las siguientes frases:

a) Larecta que mas se aproxima a una curva cerca del punto 0 es la gue pasa por ese
punto.

b) Con mayor precision, la recta tangente a una curva en 0 es la posicion limite de las rectas
que pasan por 0 y 0 cuando 0 se aproxima a U lo largo de la curva.

c) La pendiente & de la recta tangente a la curva @ "Q® en Qo , estd dada por

d) La velocidad instantanea de un punto 0 (que se mueve a lo largo de una recta) en el instante &
es el limite de en el intervalo de @a @ "Qcuando "Qse aproxima a cero.
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Figura 3.1.3. Galileo Galilei y experimento de caida libre

Imagina que estas en la plataforma superior de observacion de una torre, a T v dt sobre el nivel del
suelo.

a) Investiga la ley de caida libre de Galileo y la ecuacion que la expresa.

b) ¢Cudl es la velocidad instantanea? Utiliza el dato del punto anterior para calcularlo.

c) ¢Cudl es la velocidad de la pelota después de vi ‘Q™Qo6 €2Q¢€ i

d) ¢Y despuésdexi QQo6 £2Q¢ i

e) ¢Con qué rapidez cae cuando choca contra el suelo?
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1. Utilizando la definicion de la derivada de una funcién, determina la derivada de cada una de
las funciones cuyas ecuaciones son:

a) Quw uvw o

b) Qo @ X®

) Quw X LV

d Qv ow T

g Qv

hy Qo —

D oo —
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Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales <g/)

§| Actividades de contexto o Transversales

Resuelve los siguientes ejercicios:

1. Cierto cultivo de bacteria crece de modo que tiene unamasa-0  p de gramos después de 0horas.

c) ¢Cudl fue su tasa instantanea de crecimientoen 6 ¢?

a) ¢Cuanto creci6 durante el intervalo¢ 0 ¢8t @

b) ¢Cual fue la tasa promedio de crecimiento durante ese mismo intervalo?

2. Siuna pelota se lanza al aire verticalmente hacia arriba, con una velocidad de 40 pies/s, su altura
(en pies) una vez que transcurren 0segundos, estadadaporw T T

p © . Encuentra la velocidad cuando 0 ¢.

3. La razén (tasa) de cambio de la velocidad con respecto al tiempo se llama aceleracion.
Supongamos que la velocidad de una particula en el instante 0 esta dada por 0 0

¢0 . Encuentra la aceleracion instantanea cuando 0  p segundo.
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Ejercicios Adicionales

1. Encuentralas pendientes de las rectas tangentesalacurvaw w penlos puntos donde ®

ch phriphe. Dibuja las rectas en el gréfico.

y=x2—l

10+

2. El costo (en pesos) de producir x unidades de caretas protectoras es:
O®w ULVTMTNTPm T8O

Encuentra la razén de cambio promedio de 6 respecto a @ cuando cambia
el nivel de produccion de

a. W prHmaA® P U

b. W prnnaA® p TP

Halla la raz6n de cambio instantaneo de 0 respecto a @3 cuando @ p T.TT

(Esto se conoce como costo marginal).
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3.2 Derivacion de funciones algebraicas

Introduccion

e,

Como aprendiste anteriormente, la pendiente de la recta tangente y la
velocidad instantdnea son manifestaciones de la misma idea basica. Ejemplos de
la vida cotidiana son: el crecimiento de una planta es la tasa de cambio de la altura
con respecto al tiempo (biologia), la velocidad de disolucion (quimica), la densidad
de un alambre (fisica), la velocidad de un vehiculo es la tasa de cambio de la
distancia con respecto al tiempo. Todos son otras versiones del mismo concepto
bésico.

La derivada "@an proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de "Qw en un valor

de a Cuando la recta tangente esta ascendiendo hacia la derecha, la derivada es positiva y cuando la

recta tangente esta descendiendo a la derecha, la derivada es negativa. También es comun emplear

otras letras para denotar una funcion, por ejemplo: Q0 ¢60 Yo X

Actividades de Apertura

Analiza el video de las Reglas basicas para derivar una funcién algebraica:

°V0u'|'uhe https://www.youtube.com/watch?v=Larli_YrJvg o Nrin

E'

Aqui tienes una descripcion detallada de las reglas o formulas que se empiean en calculo para

obtener de manera directa la derivada de funciones que se presentan con mas frecuencia en los

planteamientos de problemas y que por sus caracteristicas son faciles de generalizar.

1. Regla paralafuncion constante:

- L % ier ¢
Si Je 4 donde Ges una constante, entonces para cualquier ¢y [

Ejemplos:
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Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales ®
Qe 7 Qe O
Qo ¢ Mw O
VO Q¢ ¢ h@ioE @E i 0nE 0L O
Qw pu MQw O

2. Regla paraderivar la funcién identidad:

SifJe o entonces | 23

3. Regla paraderivar la potencia:

B+ o dondet esun enteropositivo, entonces o = o

Ejemplos:
1Ll Qi Ui i
2. Qw MNQw vw LW
3. ' Q0 o Qo -0 -0~
4. "QU 0~ Q0 -0~ -0
5. Q6 o6 Q6 -0 -0
Be ¢ dondet esun entero negativo, entonces [ e e
Ejemplos:
1. Qe e Qe o o
2. Qi i Qi wi wi
3.0 — opi Q| i i
4. W W W W W
5. Q0 0 Qo —o —0
Y
103
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4. Regla del multiplo constante:
Sea Guna constante, gue multiplica a @ la funcion derivable, entonces "Qw G , su derivada

es o 4O

Ejemplos:
1. Q» «xi Q » > >
2. QU -0 Qv -10 —0
3.0 oW W ¢ ow p ¢
4. 'O - O i - ¢i X O
5. 00 — wyo X ©

5. Regla parala suma algebraica de dos o mas funciones:

Sean "Qy "Qdos funciones derivables, entonces @ Q "Q ®w "Qw "Qw , su derivada es
q l [ J I [ ]
1. Encuentra la derivada de las siguientes funciones. Puedes utilizar cualquier simbolo para
N_|
derivar: « ] o Ay,
a) Determinaladerivadadew T @0
Qo w 0w QT Qo Qw

Qo Q0 Qo Qe (0@ % T
Q1o w . . .
o P W P @
Q1o w .
TR P @

Recuerda que, cualquier numero elevado alaceroesuno,@w p, Y p,d p

b) Determinala derivadade ® ow q
Qow ¢w ‘Q ow Qcw

@ Qo Qo Qo
W o0 Qow ¢ CW pP TW
W pP T®
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Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales <g/)

c) Derva™@Q0 uv0O 10 00 X Q0 —
VO T00 gqo mT oua PO @
QO om po
d) Derivaw T X W T O X W PG V@

QoY i’ xi¢ T Y it ¢ o
Qi Qi Qi Qi Qi
cuLvi'P ¢T1i'P xcqi“P m p0" Yi° pt

"4 p o Wi pt

e) DerivaOi ai ci xi T 0Oi

@@} Actividades de Desarrollo

6. Regla para el producto de dos funciones:
Podemos establecer la regla con diferente notacion. Por ejemplo:

I.Sean Qw y "Qw dos funciones derivables, entonces "Qw JQw, su derivada es "Q0Qaan
Qw JGan Qo JRaw

II. También podemos representar la derivada del producto de dos funciones como

~ " u u
Qw Oy Qw O entonces « O > suderivadaes « O G5, o%ﬁ

1. Encuentra la derivada de las siguientes funciones, siguiendo la estructura de regla del Punto
Il.

a) « 0 0 0 )
Es importante establecer quien es 6 y quien es 0, y su respectiva derivada.
0 Cw LA 0 T W
— Qw U — 1
Entonces:

(%) CO LW T T Woew L W ¢ (W ¢ LW TU

reduciendo términos semejantes, W O LW TMm TU
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b) « ° ° °

Es importante identificar ¢ y o, y su respectiva derivada.

o} W Tw 0 Co U
— o Yo — G
Al sustituir de acuerdo con la regla se tiene: ad8 B

W O Tw CO ULV v Yw CW W P P O T
se reducen términos semejantes,

W P o (W TT

c) {4 « < <« <«
Q L . Q . L Q
Qo0 X 60 o T0 X igel0 0 G0 0,10 X
T0 X CULU O o] ¢cO O0TCO T
0 X pa p GO 0O W
Q . , \
opt® X G 0 TH TO XT X PO w

Reduciendo términos semejantes
0o't® X G 0 L Xm po X
Recuerda que puedes resolver la derivada siguiendo la estructura del inciso | o Il, cualquiera de
las dos formas. Si te es mas facil el inciso Il sigue siempre esta forma.
dq v v vy v

Nombras a una de las funciones con 0 y a la otra con 0

0 i Ci 0 ci p
Derivas ambas funciones
6 pftt ci pft ¢ 0 T Coi Ti @i
. u, u,
Aplica la regla: « °&F, °G,
&d oi ¢i T @i i Ci p p1t ¢
]
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Realiza las operaciones algebraicas
Oi ¢m oft W p € pft i ¢t Ti pft ¢
Reduce términos semejantes

O cft ot po p1 ¢

7. Regla para el cociente de dos funciones:

Sean™Q y "Q dos funciones derivables, entonces |I_ su derivada es |l_
También podemos representar la derivada del cociente de dos funciones como
L X | NS
oo a el 0 : ", °@r,
Qow Oy Qw UL entonces ¢« — suderivadaes g ~ —_—
o ® O o
[ ]
q
e) "
Se establece que 6 es el numerador y U el denominador.
6 ow ¢ 0 W U
— O — W
Entonces:
) desarrolla en tu libreta la operacién algebraica y simplifica
» »
l ¢ ——
> | 4

Nombra a cada funcién con 6 y U,
Se establece que 6 es el numerador y U el denominador.

0 ui Xi 0 i Vi
Deriva ambas funciones

1

— ¢i® pi — a‘ v

m 0D 0D

Ordena como lo establece la regla: m, (recuerda que puede emplearse diferente
[}

notacion tanto para representar funciones como sus respectivas derivadas).
i ui it pti ol Xi ol v

W -
i ]
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Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales ®

Puedes desarrollar la operacion algebraica y simplificar

¢cmm pt p T X 1t pb ¢b ¢p OO

@ -
i ui
, ¢ pti pmim X pL L C¢p OO ui gg ob
) - - - -
l 0]} l Ul
ol 'y ow
() - -
i ul
93 « —(—,

Identifica a cada funcion con 6 y U,

Se establece que 6 es el numerador y U el denominador

0 T O VO @O
Deriva ambas funciones
O T 0 pO O
L 0D 0D

Ordena como lo establece laregla: g= -
® O

(ON¢
Puedes desarrollar la operacion algebraica y simplificar

P® pg OB® pg

0o vd o0 vwO o0
o~ s @U PG
0o vOd o0

8. Regla de la cadena (Derivada de una composicion de funciones)
La regla de la cadena se utiliza para funciones compuestas: Si "Qes derivable en w y "Qes
derivable en "Qw, entonces:
EQ o QM "@aw
Combinaremos la regla de la cadena con la regla de la potencia. Si € es cualquier nUmero real
y6 "Qw diferenciable, entonces:

La derivada de 6 es:
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0 w 0 w &0 o
Ejemplo:

h) Determinar la derivada de la funcién  «

Identifica ¢ y deriva la funcién ¢. Identifica a =, = es el exponente de ¢.

0 L W su derivada es 0O pm
Ordena como lo establece la regla para derivad ~ Of W €0 O

R U W P @ DLEL

i) Determinar la derivada de la funcién ] v v v
0 Ti oi su derivada es 6 p¢ v
Ordena como lo establece la regla de la derivadade @ 0 W £0 O
"Qd X Ti oi pg v Wt ovurTi vi

"Qd Yt ovurTi vi
]) Determinar la derivada de la funcién  « Ne e = o °

Identifica quién es 0 y deriva la funcién 6. identifica a €, ¢ es la potencia de 6.

0 W XW ¢ su derivada es 0 Tw X Ordenacomo lo establece laregla

paraderivara « ", donde 6 es el coeficiente de 0;

« F" Oame
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Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales ®

e L P W Xw ¢  TW X UL I(Jo LS W X®0 ¢
q q C
. CT cu | . - . ou | .
R —0 — O X0 g P — ® X0 ¢
C C C
K) Determinar la derivada de la funcion 3 v v v
0 @i vi su derivada es 6 vt v

Ordena como lo establece laregla paraderivara @ 00 @ 0 & O

e T Yo oi vt v o coi vi vt v

"Qd PXCGY pomp v

1. Determina la derivada de las siguientes funciones mediante el uso de las reglas para derivar

una funcion algebraica.
a) Qw ww w
b) Qw -w -
) Qw - -

d oi W wm

&) Qo — —

) Yo — —

g Lo X0 — 0

h) Qw p@ v ¢
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n)

0)

p)

a)

Y

B
u)

v)

"Qw

"Qo

"Qw

00

"Qa

Qw

O i

0O

w) Oi

DGETI

Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales ®
LW XW TWw O
od ¢ od
i p Xl o p

6O ¢cO 0O 00 p

coO 0
1o 1A
Mo T
Wi [ 0]
M:
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Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales @

De acuerdo a la Interpretacion geométrica de la derivada, al derivar una funcién, ésta
proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de f (x) en un valor de a
Ademas recuerda que, para determinar la ecuacion de una linea recta, conocidos un punto

ofto ysupendiented es: @ 4 ©® ® @ ®

Ca

Ejemplo 1: Determina la ecuacion de la recta tangente alafuncibn @ @ ow ¢ en el punto

thp .

La derivadade lafuncion & Qo @ oOow ¢ es Qw ¢w o.

Ca

Para determinar la pendiente & , cuando @ T, se sustituye el valor de &3 en "D w

a Q1 ¢1 O Y o v

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion Qw @ ow ¢, que pasa por el
punto 0 The ypendiented v, es:

W LW T @ LW (T LW PT

C La Ecuacion de la recta tangente a la graficade lafuncion Qe @ o® ¢, es: W

VW P T

También, recuerda que al derivar una funcién, se resuelve el problema de la velocidad

instantanea, que describe la velocidad de un cuerpo en movimiento en un instante.

Ejemplo 2: Sea un objeto que se desplaza aunavelocidad 0 6 p @ , determinalavelocidad

instantanea en el tiempo t = 1 segundo.

\

DO p@Eod o0
Al sustituir el valor de 6 p segundos, en la funcién derivada 060 se tiene la velocidad

instantanea,

)
33

Op ocp od7ro

ol
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1. Aplicando las reglas estudiadas anteriormente resuelve los siguientes ejercicios:
a) Encuentra la pendiente y ecuacion de la recta tangente a "Qw @ T, en el punto

0 ofv ; ademas, construye la grafica de la funcion "Qo ®'@av en el intervalo  th .

b) Encuentra la pendiente y ecuacion de la recta tangente a"Q0 o en elpunto 0 ¢hp;
ademas, construye la gréfica de la funcion Qo ©™Q @ enelintervalo  ofp .

c) Encuentrala pendiente y la ecuacion de la recta tangente a la curva 0 0 0 CO ¢

enelpunto ph p 8
d) Consideralafuncion™ Q@ @ ¢ p. Determina la tasa de cambio instantanea.
Encuentra la ecuacion de la rectatangentea®w @ ¢ ¢enelpunto pip .

: Actividades de contexto o Transversales

Algunas aplicaciones del Calculo Diferencial se encuentran en
la Fisica. Por ejemplo: Si un objeto se lanza directamente hacia arriba
desde una altura inicial de “Y metros, con una velocidad inicial 0
metros por segundo y si "Yes su altura por arriba del piso en metros
después de 0segundos, entonces:

i PO VO i

Esto supone que el experimento se lleva a cabo cerca del nivel
del mar y que se desprecia la resistencia del aire. El diagrama de la
figura 3.2 describe la situacion que se plantea. Observa qué velocidad

positiva significa que el objeto esta moviéndose hacia arriba.

Figura 3.2. Lanzamiento de un objeto hacia arriba
Ejemplo: Desde lo alto de un edificio, de p ¢ it ‘Q'@d altura, se lanza una pelota hacia arriba

con una velocidad inicial (vo) de @ ™ QQE i QQ6 £ Q¢
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a) ¢Cuando alcanza la altura maxima?
b) ¢Cual es su altura maxima?

c) ¢Cuando llega al piso?

d) ¢A qué velocidad (V) llega al piso?

e) ¢Cual es su aceleraciéon (() en o ¢ segundos?

Eneltiempo 0 T, corresponde al instante cuando la pelota fue lanzada.
Ademas, Altura inicial 'Y p @ i Q' @vVelocidad inicial 0 @ T( es positiva, ya que la pelota
se lanzo hacia arriba). Asi
i p® 9O pom
Qi
Qo
QU
Qo

) o0 T

Donde: ®es la aceleracion en n Q?'

a) La pelota alcanz6 su altura méxima en el instante en que su velocidad fue cero, esto es

cuando:
O Q@1 T
o ¢ T multiplica por p enambos lados de la ecuacion
P 00 ¢t P
o ot
o —

0 Ci QQ6¢ Q¢

b) Eno ¢i QQ0&gWEi pecg¢ @1¢ pOETMC i QQi

c) La pelota llega al piso i 11, esto es, cuando
i p® @D pomm
Dividiendo toda la funcién entre p ¢se tiene

O T0 pm T

Al sustituir en la formula general de segundo grado (férmula cuadratica) se tiene:
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T PO TTT T X8 Y
C S

8 8

Sio — L& 1t solo la respuesta positiva tiene sentido. Asi que, la pelota llega

alpisoen 0 ug 1 Q°Q0 8Q¢ i
d Eno uvg dh 0 CCUET QT pPpUYUBY @1 p pHBASI, la pelota llega al piso
con unarapidez de p p&a) QRE T QQ6 & Q¢
00|
Cn i !

e) Laaceleracion (@ eno ¢i 'Q'Q0 ¢ IRaceleracion es siempre o . Estaes la

aceleracion debido a la gravedad cerca del mar.

Ejercicios:

1. Un objeto que se lanza directamente hacia arriba esta a una altura

® i Pp® T ¢ ¢ uhpai esmedidaenr "Q8dspués de dsegundos.

a) ¢, Cudl es su velocidad inicial?

b) ¢ Cuando alcanza la altura maxima?
C) ¢, Cudl es su altura maxima?

d) ¢, Cuando llega al suelo?

e) ¢A qué velocidad (0) llega al suelo?

2. Un objeto lanzado directamente hacia arriba desde el nivel del piso con una velocidad

inicial b T L|,n Qglz,lla trayectoria que describe es i p O T ¢n Q04 altura al final
deoi QQo6 & Q¢ i

a) ¢Cual es la méxima altura que alcanza?
b) Al final de un segundo, ¢,qué tan rapido se esta moviendo el objeto y en qué direccién?

c) ¢Cuanto tarda en regresar a su posicion original (nivel del piso)?
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Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales <g/)

Un proyectil se dispara directamente hacia arriba desde el suelo, con una velocidad inicial
U en pies por segundo, su altura (en pies) y a los t segundos, esta dada por:
i VOpPO

¢,Cual debe ser su velocidad inicial para que el proyectil alcance una altura
méaxima de 1 milla?

Un determinado modelo de avién despega al alcanzar una velocidad 0 o mRIQen el
tiempo 0 o 1 Q"Q6 ¢da éstar acelerando por la pista. Su funcion de
desplazamiento se puede aproximar coni 0O od , donde: i O esla

distancia, o el tiempo, @es un parametro. Responda a las siguientes
preguntas:

¢ Cudl es el valor del parametro ¢¥

¢ Podra este avion despegar de una pista que mide p v TATIQ O 1? € i

La altura i, medida en pies, a la que se encuentra un balén, por encima del suelo a los 0
segundos esta dada por i PO TTO PTT

¢,Cual es su velocidad instantaneaen 0 ¢?
¢En qué tiempo su velocidad instantanea es cero?

Una pelota rueda hacia abajo a lo largo de un plano inclinado, de modo que su distancia i
desde su punto de inicio después de 6segundos esi T&0 ¢On QQEN qué tiempo su

velocidad instantanea sera de o i) lez’}
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A

Determina la derivada de las siguientes funciones.
1. Qv 1T QW

2. YO -0 -

3. dw -w -

5. Oi —_ =
6. QU _— —
7. Qw 1 — W

~
g

13.QQ ——
14.70Q vQ ¢Q
15.°Q0 @b ub

16. Qw W —
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3.3Comportamiento de los maximos y minimos

Introduccion

En el calculo diferencial un tema relacionado con la derivada de una funcién es la determinacion

de maximos y minimos de una funcién cuadratica, cubica o polinomial de mas grados, tomando como

precedente temas de algebra y geometria analitica considerandose como precalculo.

¢, Como podemos saber cual es el punto maximo o el punto minimo en el comportamiento de
una funcién? Para determinar un punto maximo o punto minimo en una funcién, necesitaras rescatar
conocimientos basicos de una funcién creciente y decreciente estudiadas anteriormente, asi como
concavidad y punto de inflexibn de una funcién; visualizando de manera
gréfica la localizacion de los puntos y proceder a los célculos analiticos por
cualquiera de los dos métodos que existen para determinar los maximos y

minimos de una funcion.

En una funcion polinomial, podemos encontrar puntos maximos y minimos

absolutos, pero también podemos encontrar puntos maximos y minimos
relativos, los cuales estan relacionados con las partes crecientes y decrecientes SR .
de una funcién polinomial, asi como determinar la concavidad positiva 0

negativa y su punto de inflexion.

Actividades de Apertura

Para lograr el desarrollo del tema de méximos y minimos en el calculo diferencial, es necesario
el repaso y la comprension de temas relacionados con &lgebra y geometria analitica, como son
expresiones algebraicas, término algebraico y elementos de un término algebraico, grado de un
término, términos semejantes, monomios y polinomios, factorizaciones, plano cartesiano y localizacion
de puntos en el plano cartesiano, grafica y tabla de funciones, pendiente de una recta y sus condiciones

para determinar el crecimiento o decrecimiento de una funcion.

>
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nstrucciones: E segln cohresiddies Falsa o Verdadera la aseveracion en cada

enunciado.

10.

1. 1 La expresion algebraica, es una representacion que se aplica a un conjunto de literales y

nameros que conforman una o mas operaciones algebraicas.

Fo. o fAVo

Los coeficientes numéricos, son los factores literales que contienen el término algebraico.
El grado de un término algebraico, puede ser de dos formas, absoluto y relativo a una literal.
En una expresioén algebraica, el término entero es aquel que no tiene denominador literal (Y2 m).

Los términos semejantes, son aquellos que tienen distinto factor literal, variando solo el

coeficiente.
Los polinomios, son aquellos que constan de mas de un término; son la suma algebraica de
monomios.
La pendiente de una recta, es la tangente del angulo que forma la recta con la direccién positiva

del eje de las abscisas.

Para determinar el valor de una pendiente, se determina por la proporcién de los incrementos

en las abscisas dividido en los incrementos de las ordenadas.

Cuando la recta es constante, se dice que la pendiente es infinita.

En la pendiente de una recta, si m <0 la funcion es creciente y el angulo es agudo.
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Recuperacién de conocimientos

@

Indica para cada uno de los siguientes casos si la pendiente de la recta es posita o negativa y

como es el valor del angulo correspondiente (mayor, menor o igual a 0° 0 90°)

-

10+ Pendiente: Pendiente:
Angulo: Angulo:
s
: : & : F>x < F>x
-10 -5 1 5 10 -10 10
51
10
v
105
Pendiente: 51 Pendiente:
Angulo: 1 Angulo:
e | | b X <Z::|Iill{-blié b e b | X
-10 5 10 -10 -5 1 5 10
1
104

Considerando las diferentes formas en que se presenta el valor de la pendiente de una recta en

el plano, indica cual representa cada una d

e las gréficas anteriores.

-
Negativa
Al aumentar la variable independiente
(x), disminuye la variable independiente
(y), va de derecha a izquierda y sus
valores son 90° < x < 180°

Positiva

Al aumentar la variable independiente
(x), aumenta también la variable
independiente (y), va de izquierda a
derecha y sus valores son 0° < x<90°

PEND

IENTE

Cero

No existe inclinacion de la recta al ser
completamente horizontal, por lo que el
valor de la pendiente es cero.

\

.

Indefinida

La recta es completamente vertical y el
angulo de inclinacion es 90°. Se
extiende hasta el infinito de manera

indefinida. Y
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@@}' Actividades de Desarrollo

1. Observa las caracteristicas de las funciones crecientes y decrecientes en un determinado

intervalo y selecciona la opcion correcta en los enunciados.

Y y= ) YA \y=mx
. /o
= =
D =
£ E
- - & -
X aumenta

2

...------

Figura 3.3.1. Caracteristicas de las funciones crecientes y decrecientes

a) En una funcion creciente, cuando la variable independiente aumenta, la variable

dependiente (aumenta / disminuye).

b) En una funcion decreciente, cuando la variable independiente aumenta, la variable

dependiente (aumenta / disminuye).

c) En una funcion creciente, la pendiente de una recta tangente es (positiva / negativa),

es decir, su angulo de inclinacion es (mayor / menor) de 90°.

d) En una funcion creciente, la pendiente de una recta tangente es (positiva / negativa),

es decir, su angulo de inclinacion es (mayor / menor) de 90°.
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2. Ahora representamos una funcién cuadratica con la concavidad de una ecuacién cuadratica.

Maximo

f“(a) > 0: f(x) es convexoen x=a

f"(a) < 0: f(x) es concavoen x=a

Selecciona las opciones correctas:
a) Un Maximo se encuentra en una funcién cuando ésta pasa de (creciente /
decreciente) a (creciente / decreciente)
b) Un minimo se encuentra en una funcién cuando ésta pasa de (creciente /

decreciente) a (creciente / decreciente)

CRECIENTE: {-20,1) L (5, +2)

-7 | DECRECIENTE:(1,5)

-4

La mejor forma de entender la concavidad de una funcion es con su grafica. Una funcion es
cOncava positiva (+) si abre hacia arriba y céncava negativa (-) si abre hacia abajo, esta ultima
también recibe el nombre de convexa. La segunda derivada ayuda a determinar los intervalos de
concavidad de una funcion.

En la siguiente grafica de una funcion de tercer grado (cubica), se observa en que intervalos

crece o decrece la funcion.
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En una funcion cubica puede representar los criterios, creciente y decreciente, asi como la
concavidad y el punto de inflexion (representa el cambio de las concavidades).

inflexion

Punto de I

Maximo

Concavidad

\/ | hacla arriba

minimo

5 4
Concavidad
hacia abajo

Figura 3.3.2. Concavidad y puntos de inflexion

Una caracteristica de los puntos de inflexién es que son los puntos donde la funcién derivada
tiene maximos y minimos; si nos fijamos en las graficas, cuando nos acercamos a un punto de inflexion,
la funcion cada vez crece mas o decrece menos, lo cual significa que justamente donde haya un punto
de inflexion la derivada tendra un maximo o un minimo. Consecuentemente encontraremos los puntos
de inflexién igualando a cero la segunda derivada. Analiza dos métodos para determinar los valores

maximos y minimos de una funcion:

I. Método de la primera derivada para calcular los valores maximo y minimo de una funcion.

1. Obtener el valor de la derivada de la funcion.

2. Igualar a cero la ecuacion que resulta.

3. Resolver la ecuacion para hallar el valor critico c

4. Sustituir el valor critico de wen la funcién dada y encontrar el valor de "Qw 8

5. Tomar un valor ligeramente menor y otro ligeramente mayor que el valor critico de wy sustituir en la
derivada de la funcion.

6. Si la pendiente resultante cambia un valor (+) a (-) entonces, se trata de un maximo, y si cambia de
(-) a (+) entonces es un minimo.

-~
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Ejemplo 1: Determina los maximos y minimos de la funcion:

. ° ° °
1. Se obtiene la derivada de la funcion
Io] °
2. lgualando a cero la ecuacion resultante
[ J
3. Resolviendo para hallar los valores criticos
[ J
[ J
[ J
o n
0
0

4. Sustituyendo los valores criticos en la funcion origen para calcular los valores de "Qw 8

5. Tomando valores un poco menor y un poco mayor de cada valor critico y sustituir en la derivada.

Parax =1 Parax=-1
Un poco menor (x=0) | un poco mayor (x=2) | Un poco menor (x=-2) | un poco mayor (x=0)
ow O T ow 0 T ow O T ow O T
om 0O T 0 ¢ 0O T o ¢ 0O T om g T
+9 +9 -3
< - > < — =
minimo maximo
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Para el valor critico @ p, al sustituir los '.y
valores, los resultados cambian de (-) a (+ — M|

02t fix)=x-3x
obteniendo el minimo relativo, y para el valor 3
critico p, al sustituir los valores, los
resultados cambian de (+) a (-) obteniendo el

maximo relativo.

II: Método de la segunda derivada para calcular los valores maximo y minimo de una funcién.

1. Obtener el valor de la primera derivada

2. lgualar a cero la ecuacion que resulta, para hallar el valor de @8

3. Obtener el valor de la segunda derivada y se iguala con cero.

4. Sustituir el valor critico de ® en la funciéon dada y encontrar el valor de "Qw 8

5. Se sustituye el valor critico en la segunda derivada para determinar la concavidad.

6. Si el valor del resultado es (+), la concavidad es hacia arriba (minimo) y si el valor del resultado es
(-), la concavidad es hacia abajo (maximo).

Ejemplo 2: Determina los maximos y minimos de la funcion:
I [ J [ J [ J
1. Se obtiene la primera derivada de la funcién
I o] °
2. Resolviendo para hallar los valores criticos

3. Se obtiene la segunda derivada

Beii o

4. lgualando a cero la ecuacion resultante
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Resolviendo para hallar el punto de inflexion

o —
0
5. Sustituir el valor de @ en la funcién origen para determinar el valor de "Qw, cuyos valores
determinan el punto de inflexion.

[ ]
- = [E| punto de inflexion es P (0, 0)

6. Se determina la concavidad, sustituyendo en la segunda derivada
° 0 °
[ J [ J

Hei Hei
Céncava positiva (minimo) Cdéncava negativa (méximo)

0

S
[S—ayS—y
e —(

L/ )

Si "Qw] ] m entonces falta criterio para determinar el maximo o el minimo de una funcién, por lo tanto,
se determina por el primer método de la derivada.

f)=x" —3x

10+

—10 4
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1. Observa la siguiente figura y contesta las preguntas:

b)

d)

f)

Minimo local

f(x)=0
f(x

Figura 3.3.3. Maximos y minimos de una funcion cubicay su derivada

Al derivar una funcion cubica, ¢qué tipo de funcion se obtiene?

Describe brevemente, la relacion de los intervalos crecientes y decreciente de la funcidn cubica

en relacion a su derivada (funcion cuadratica).

Escribe el simbolo y notacion de los intervalos en la funcion cubica y también de su derivada.

¢, Qué relacion tienen el punto méaximo y punto minimo de la funcion cubica, respecto a su

derivada?

¢, Qué relacion tienen el punto maximo y punto minimo de la funcion cubica, para determinar la
concavidad respecto a la derivada?

¢,Con qué parte de la funcién cuadratica (derivada) esta relacionado el punto de inflexion?

DGETI Academia Nacional de Matematicas 127



Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales ®

[@JE Actividades de contexto o Transversales

Resuelve el siguiente ejercicio paso a paso, como se desglosa. Posteriormente resuelve los

siguientes ejercicios propuestos tratando de seguir el mismo proceso.

1. Supongamos que el rendimiento i en %, de un alumno en un examen de una hora, viene dado por
onap oOhdondemm o pes el tiempo en horas. Se pide:

¢En qué momentos aumenta o disminuye el rendimiento?

¢En qué momentos el rendimiento es nulo?

¢Cuando, se obtiene el mayor rendimiento y cual es?

Aplica los siguientes pasos para determinar la solucién a los tres cuestionamientos:

a) ¢En qué momentos aumenta o disminuye el rendimiento?

La funcion i o mat o mar representa el rendimiento del alumno.
Deriva la funcion y escribe el resultado:

1 0]

................

Para determinar los valores maximos o minimos de la funcién iguala la derivada a

-------------------------

Forma los intervalos con el valor critico:

i
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Toma un valor de cada intervalo y calcula el signo que tiene

Signo= Signo=

tmenor= t= tmavor=

Si el resultado es positivo, la funcidén es creciente en ese intervalo, si el resultado es negativo,
la funcion es decreciente en ese intervalo. Realiza un esbozo de la grafica segun los resultados que

obtuviste:

b) ¢En qué momentos el rendimiento es nulo?

Iguala la funcién con cero y despeja los valores de t
O onnmd O n

La funcién tiene un valor de cero parat = yt=

¢, COmo interpretas el resultado?

c) ¢Cuando, se obtiene el mayor rendimiento y cual es?

Determina la ubicacién del valor maximo o minimo con los datos obtenidos en el inciso a) o
bien, aplica el criterio de la segunda derivada:

Calcula la segunda derivada de la funcion: 1 07 J

Como la segunda derivada es de signo hay un en el valor critico.

Calcula la segunda coordenada del maximo o minimo obtenido en la funcion.

Las coordenadas del méaximo o minimo de la funcion son: A( , )
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2. Un granjero dispone de p 1t dt 0 ide valla para delimitar dos corrales adyacentes rectangulares.

¢, Qué dimensiones debe elegir para que el &rea encerrada sea maxima?

3. Una ventana tiene forma rectangular y esta coronada con un semicirculo. El rectangulo es de
vidrio transparente, mientras que el semicirculo es de vidrio polarizado, y deja pasar solo la mitad
de luz por unidad de area en comparacion con el vidrio transparente. El perimetro de la ventana
es de p X @1 & Obtén las proporciones de la ventana que dejen pasar la mayor cantidad de luz.
Ignora el espesor del marco.
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Ejercicios Adicionales

1. Resuelve el siguiente ejercicio para la funcion I o o e Grafica.

a) Determinar el maximo y el minimo por el método de la primer y segunda derivada
b) Escribir la simbologia de los intervalos crecientes y decrecientes en la funcion

c) Determinar la concavidad y el punto de inflexién utilizando la segunda derivada

2. Para cada una de las siguientes funciones, determina sus valores maximos y minimos aplicando
el criterio de la primera derivada, realizando sus gréaficas correspondientes.

a Qv w pe T

b) Qw ® ow ¢

3. Para cada una de las siguientes funciones, determina sus valores maximos, minimos y puntos de
inflexién aplicando el criterio de la segunda derivada, realizando sus gréaficas correspondientes.

a Qw w cw p

b) Qu 1t TW
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3.4Problemas de optimizacién

Introduccion

El hombre siempre se enfrenta con el problema de encontrar la mejor manera de obtener la ganancia,

al menor costo. Por ejemplo, el ranchero quiere escoger la mezcla de pastos para poder obtener el
mayor aprovechamiento, un cientifico desea escoger y aplicar la menor
dosis de una vacuna para obtener el mayor aprovechamiento, un
fabricante desea minimizar el costo de produccion de un producto.
Algunas veces, problemas que se presentan ante la vida real, pueden
formularse y resolverse, al involucrar una funcién y asi es como el
calculo se vuelve una herramienta muy poderosa para poder resolver
este tipo de cuestionamientos.

Imagen

Figura 3.4. Isaac Newton

La invencién de Isaac Newton se vio lograda, en un momento de encierro, ya que, en 1665, la
gran plaga de la peste hizo que se fuera a un retiro en su casa de casi 18 meses y ahi en retiro surgi6

su método de fluxiones (lo que conocemos hoy como el calculo diferencial).

Actividades de Apertura

Trabajo en equipo de 5 alumnos. Cada uno de los integrantes del equipo en una hoja tamafio
carta realizara trazos de cuadrados que midan de lado 1, 2, 3, 5, 6,7, en cada una de las esquinas,
después de trazar los cuadros, recortar de manera que quede unas pestafias a lo largo y ancho de la

hoja y la pestafia se doblara para formar cinco cajas sin tapa como se muestra en la figura.

O .
i y
I ] l// ~
e |
132
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Ya que tienen elaboradas cada una de las cajas, el siguiente paso sera calcular el volumen de
cada una de ellas.

Las operaciones las pueden desarrollar en la siguiente tabla, la sugerencia es que, si alguien
trae en su celular el Excel, puede realizar las operaciones.

altura de caja |largo de la cajancho de la calxol. de la caja
valor de X 27.8-2x 21.5-2X |Alt*largo*anchg

1 25.8 19.5 503.1

2 23.8 17.5 833

3 21.8 15.5 1013.7

5 17.8 11.5 1023.5

6 15.8 9.5 900.6

7 13.8 7.5 724.5

Después de llenar la tabla, debemos de hacer los siguientes cuestionamientos:

a) Sicon la hoja tamafio carta, me piden hacer una caja, donde contenga el mayor volumen, qué
dimensiones son las que nos servirian.

b) Podra existir otras dimensiones que nos den un mayor volumen.

c) ¢Qué pasa al momento de ir cambiando el valor del lado del cuadrado?

d) ¢Cual es el maximo valor que le podemos dar al cuadrado?

Para terminar la actividad, graficar los valores, en las abscisas (x) seran los valores del lado
del cuadrado y las ordenadas (y), seran los valores del volumen. Decir que funcién representan los
puntos

16007
1400 |
1200 |
1000 |
800 |
600 |
400 |
200 |

-3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—-200 |

Ya que realizaste la gréfica, puedes observar que la figura representa una parabola y aqui es
donde debes recordar la definiciéon de un méximo local y un minimo local.
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@@} Actividades de Desarrollo

Existen infinidad de problemas de aplicacién, que se pueden resolver con la ayuda de los
maximos y minimos y para ello es importante seguir los pasos siguientes:
a) Se hace un bosquejo del problema planteado y asi poder interpretarlo
b) Se escribe la funcién para obtener el maximo o minimo segln sea el caso.
c) Se expresa la funcién en términos de una sola variable.
d) Se encuentra la derivada de dicha funcién y se iguala a cero, para determinar los valores
criticos.
e) Se obtiene la segunda derivada y sustituimos los puntos criticos para aplicar el teorema.
Si fé(c)=0 vy fo(c)>0, entonces | a
tiene un minimo.
Si fé(c)=0 vy fo(c)<0, entonces | a

tiene un maximo.

Ahora resolveremos el problema planteado, que con una hoja tamafio carta, encontrar las
dimensiones para poder construir una caja que contenga el mayor volumen.
Siguiendo los pasos anteriores

1. Hacemos el croquis para plantear el problema

B [ ] IA /s

2. Escribimos la funcion

V=largo*ancho*altura
3. Expresar la funcién en términos de una sola variable, debes recordar que la variable en este

caso sera la altura (x)
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V=(27.8-2x)(21.5-2x)(x) realizando operaciones
V=4x3-98.6x?+597.7x

4. Obtenemos la derivada, igualamos a cero y obtenemos los puntos criticos

V 6 =x1-197.2x+597.7
Igualando a cero y resolviendo la ecuacién cuadratica por medio de la férmula general.

Obtenemos los valores de x;=12.41 y x»=4.009

5. Los valores obtenidos (puntos criticos) se sustituyen en la segunda derivada

V 0 =X2197 parax=12. 41 x=4.00¥ 0 =\1 ®#00.784
Y aplicando el teorema de la segunda derivada podemos deducir que cuando x=4.009,
obtendremos una caja con el mayor volumen.

Entonces las dimensiones de la caja: altura 4.009, largo= 19.782 y ancho=13.482

Con este simple ejemplo te puedes dar cuenta de la importancia de tener el conocimiento del

calculo.

Actividades de cierre

Basandote en el planteamiento de las actividades anteriores, resuelve los siguientes

ejercicios:

1. Una persona desea construir un corral rectangular para encerrar a su perro, de area tan
grande como sea posible. Determina las dimensiones del corral si se dispone de 40 m
lineales para cercarlo. Solo se cercaran 3 lados del corral porque se utilizara una pared de

una casa como el cuarto lado. ¢Qué dimensiones debe tener el corral?

A

v
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Una fabrica de margarina vende su producto en barras que tienen forma de un prisma de
base cuadrada cuyo volumen es de 108 cm®. Determina las dimensiones de la barra que
minimizan la cantidad de papel de envoltura (las dimensiones con las que se gastaria
menos papel).

A

v

y

Un ganadero dispone de 2000 m de malla para cercar dos corrales rectangulares

adyacentes. ¢ Cudles son las dimensiones que para que el area encerrada sea maxima?

Y e Y

Un campo de atletismo consiste en un area rectangular con una regiéon semicircular en
cada extremo. El perimetro de utilizard como pista de 400 m . Determina el valor de x para

el cual el &rea de la region rectangular es la mas grande posible.

A

»
»

Se van a utilizar 300 m lineales para construir 6 jaulas en un zool4gico, cercando un
terreno rectangular y colocando 2 vallas paralelas a ancho y una valla paralela al largo.
Encuentra las dimensiones del terreno cercado de mayor &rea posible

A

v
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3.4.1 Derivacion de funcione&xponenciales

Actividades de Apertura

Dentro del ambito de funciones existe una expresion exponencial cuya base es: € pertenece

— t
a los nameros irracionales, la expresion se escribe: F© = be’ , se considera la existencia de

—_ 1
coeficiente: P=1 y a:1, se pueden manipular, entonces lo escribimos de la forma: F©= 1e'
para valores de:

t=20,1 2 3, 4,5, ..seg Seguin la grafica se escribe: e=2.71828182,...

En esté analisis de las funciones exponenciales y logaritmos se establece segun su grafica

. . . . . - d(t)=bé€!
son continuas crecientes y decreciente, se definen como inversas, la funcién es: VY

d(t) =1¢"

posicion = distancia en funcién del tiempo, esta sustentados en la definicion de

logaritmo natural inversa: t=Inf() utilizando los graficado res o graficando las funciones ambas

— A —
en su cuaderno de trabajo las funciones f (t) -€ y t=Inf (t) tienen comportamiento inversos.

$imulader =0

f(x) = €

h(x) = x

Py ’ tilempo i log — natural recta

—4 0.02 7 =4
! —3 0.05 7 =5
! : —2 0.14 7 2
, ! ) -1 0.37 7 -1
0 1 -0 0
1 272 0 1
2 7.39 0.69 2

I 2 20.09 1.1 2
L 413 c 4 54.6 1.39 4 |
o 2 3 i 2 3 4 tiempo | exponencial | log — natural = recta

(0.75,0) 211 —0.20

0.75

2]

Figura 3.4.1 Gréaficas de funcién exponencial y logaritmicas
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Grafica en tu cuaderno de trabajo o con la ayuda de algun software instalado en la

— t H
f(t) =be" VS. tlempc, para determinar los resultados

computadora como Excel, la funcion:
debes echar mano de la calculadora cientifica y observaras que los resultados que son idénticos a
la tabla de la figura 3.4.2. Si el tiempo es negativo tiende la funcion tiende a ser cero, y si el

tiempo tiende a un nimero muy grande la funcion tiende a ser infinito.

AL
FIU

6,403.428793¢

funcion tiempo | Distancia
) 400 + funcion f(t vs. tiem exponencial
350 funcion f(t) vs. ti 5 0.006737947
200 4 0.018315639
-3 0.049787068
250 - — 2 0.135335283
200.- P 1 0.367879441
5,148.4131539!

150 1 9 1
So0osToTser  2,0.135935%83 | 1 2.718281828
-4,0.018315639 1,2.718281828 4,54.59815003 g ;0332222232
>0 3,20.08553692 |4 54.50815003
' 5 148.4131591
-6 34049787068 -1,0.367879441 2 \- 2,7.388056099 © 8 6 403.4287935

Tabla 1
f(t) = be*

Figura 3.4.2. Gréfica de la funcion

En la siguiente figura, visualizaras el comportamiento del movimiento de un objeto que se
mueve en una linea recta, variando los coeficientes. También los puedes visualizar en
nv(JUT“hE https://www.youtube.com/watch?v=KW2mM _6yk68 -

Curva Funcién
i Xponencial
Exponencial Exp
Tiempo | Distancia
—5 0.01
—4 0.02
| -3 0.05
-2 0.14
. =il 0.37
3 2 1 2 3 4 5 [ 0 1 [
- 1 2.72
1 @ 2 7.39
Movimiento 3 20.09
. 4 54.6
Vida 2}, 5 148.41
T H LU=46 = _
Cotidiana s Tiempo | Distancia
(7,7) ?
(1.53,0) 4.6
-4

Figura 3.4.3. Grafica exponencial-posicion
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Para determinar una recta tangente a cualquier punto de la funcién f (t) =€’ se debe aplicar el

concepto de derivada, cuya definicién es un modelo matematico:

d d d
a) La derivada de una exponencial esta dada por: f'(t) = p f(t) Z(Tteu e ot U, en nuestro
problema se define la distancia 0 la posicién de objeto:

d d d d
d'(t)=—d(t) =—b&' b — at abt—
dt dt dt dt
b) Para determinar la ecuacién de la recta tangente a la distancia o en cualquier punto de la
distancia d(t) se debe aplica el concepto de geometria analitica ecuacion de una linea recta:

y- yo

y = mx +oy su pendiente de una recta es: m= gue pasa por dos puntos: (xo, yo) y

(x y)

aln e

Para aplicar los conceptos anteriores analiza el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: Un estudiante se mueve en linea recta que cumple una funcion definida la distancia en

funcion del tiempo d(t) =2 €' definidos en ti [O, %g] , donde los coeficientes son constantes,

Realiza las siguientes actividades:

a) Grafica la funcion distancia d(t) =2 €°' definida ti [0, 5eg]
b) Determinal a vel ocidad instant§neth[Ofi%gri vadao en
y grafica la velocidad instantanea = derivada
c) Halla la recta tangente que pasa por el punto t =3 seg
Solucion:
a) Grafica en tu cuaderno de trabajo d(t) =2 e! y llena los espacios de la tabla con la ayuda de

algun software graficador como GeoGebra,

Y
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Grafica en tu cuaderno trabajo o apoyate con el software GeoGebra o Excel, y visualiza el
comportamiento fisico, se debe obtener los mismos resultados.

16 - N
. tiempo | exponencial
Funcion : - . op :
Tiempo | Distancia
] Exponencial 0 2 1
1 8.96 2
12 2 40.17 3
= 1.5x 3 180.03 4
oo — f(x) = 2e 4 806.86 z
Q 5 3616.08 6
| - —
" 1 Tiempo | Distancia Tabla 2
1
| | (7,7) ?
! (1.07,0) | 9.92
: Curva
Mov!mlento ; Exponencial
Vida ] !
1
Cotidiana |
A 1 B
% 2 0~ E% 2 4 6 8 10 12
2
LU =9.92
Figura 3.4.4. Grafica-exponencial-posicion
b) Determina la velocidad instantanea en los tiempos ti [0, Seg]
y grafica la velocidad instantanea = derivada
. . . . . d d
Aplica el concepto de derivada = velocidad instantanea, y la formula: Vv(t) = aep =¢ Et U

Entonces: V(t):§g2 €' g2 el'St%(l.Sﬁ 2*1.5*é‘3§t1, este concepto es valido para

cualquier exponente donde esté definido. Por lo tanto la velocidad instantanea es: V(t) =3*¢&®".

Grafica en tu cuaderno de trabajo o apoyandote con GeoGebra, visualizaras el movimiento del objeto

velocidad instantanea.
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curva

exponencial .
Funcién

Tiempo | Distancia
2

0

1 8.96
" 2 40.17

3 180.03

4 806.86
10 5

3616.08

‘I
funcién l;: —3.34x 4+ 0.51y = 0.51 -
) " # Tiempo | Distancia

Distancia

(7.7) 7
¢ Recta
. 0.51,0 4.33
p " Tangente a — ( . )
dist(x) = 2 el 5 N la distancia Velo(x) =/1.5:2 el

]
]
}
1
&
]

LU=4.33

Figura 3.4.5 Gréfica - exponencial-velocidad

c) Hallar la recta tangente que pasa por el punto t =3 seg

Para determinar la recta tangente a la distancia en funcién del tiempo
d(t) =2 €°' definidos en ti [0, Seg]

Se cita lo que se aplic6 en geometria analitica: la ecuacién de una linea recta:

y = mx +b cuya pendientes de la recta es: m= Y% gue pasa por dos puntos:
X- X%
(X%, ¥o) ¥ (X Y). en nuestro problema se escribe de la forma: velocidad

instantanea: v(t) = d- d , que pasa por dos puntos: (t,, d,) y (t, d)

Q ha t-%
Primeramente, se identifica para un tiempo t=3seg , que la
distancia= 180.0342h.
Por lo tanto (t,, d,)= (3seg,180.03427) y tiene una velocidad instantanea:

d- d,

0

y obtenemos:

v(t) =270.052-1 . Segln la Tabla 2. Se sustituye en la pendiente: v(t) =
seg

570.052 m _ d- 180.0342M
" seg t-3sg

Despejando la distancia en forma de ecuacion tenemos.

d- 180.03427h =270.052(t -&) Tenemos d = 270.052(t - 3g) 480.03427
seg Seg

~q
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d= 270.052ﬂ 1 - 270.052m *3eg +180.03427 Por lo tanto, la ecuacion de la recta es:
seg seg

d :270.052£ * -90.01773n Este resultado nos demuestra la ecuacion de la recta
seg

tangente a la distancia en funcion del tiempo en el punto. (3seg,180.03427).

En la figura 3.4.5. se muestra la recta tangente a cualquier punto de la distancia en funcion del
tiempo.

@@? Actividades de Desarrollo

Ejemplo 2. Se tiene una funcién exponencial de la forma d(t) = b €, definido en un intervalo
de tiempo t 1 [C seqg, d se@;, tiene un crecimiento definido en bacterias en un cultivo, si la posicion es

el numero de bacterias después de un tiempo t horas, si inicialmente es de 500 unidades y el nUmero
de bacterias en un tiempo de 5 horas es de 20,000 unidades.
Preguntas:

a) ¢Cual es el numero de bacterias si t =10horas?

b) Grafica la posicién o el nimero de bacterias para t | [0,10 horas]

c) ¢Cual es la velocidad o rapidez de crecimiento?

Solucioén

a) ¢Cudl es el numero de bacterias para un tiempo: t =10horas?
Si la expresion exponencial se escribe: d(t) =b &' donde b=500 unidades de bacterias

después de 5 tiene 20,000 unidades bacterias, entonces se escribe:
20,000unidades= 500 unidades*&°™,

Para dar solucion debemos despejar al coeficiente a que es una constante.

20,000unidades _ o Shoras 20,000 _ o shoras
500unidades 500

a= In(40)
5Shoras

. Tenemos entonces €*°"°*=40. Por lo tanto

7377 1horas) t

= 0.7377 1horas), la ecuacién exponencial se escribe: d(t) =500€" esta

ecuacion se debe graficar.

DGETI Academia Nacional de Matematicas ‘w



Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales <g/)

b) Graficar la posicion o el nimero de bacterias para ti [O,thoras]

1800

Funcidn
Exponencial

1600

1400 Tiempo Distancia

500
1037.54
2152.98
4467.61
9270.64

19237.33
39919.02
82835.18

Movimiento 600 171889.67
356684.92

I

1

1

1

1

1

. Fi = (0.500) F, ¢ :
Vida of| 10 740140.96
Cotidiana I Tiempo Distancia
1
1
1
é

Curva
Exponencial =5,

1000

f(x) = 500 e* ">

800

XN e WN=Oo

(=]

no se ve 200 (1.15,1161.13) | 1161.13

-18 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 P 2 4 6 8 10 12 14 18 18 20 22 24

Figura 3.4.6. cultivo-exponencial-posicion

c) ¢Cudl es lavelocidad o rapidez de crecimiento?

Aplica el concepto de derivada = velocidad instantanea, definicion: V(t) :EeP =¢ dgt U
Entonces: V(t) :%3500 737 thorag) ¢ 132500@‘7377(”‘0""‘5”%( 0.7377(Lhoras *
v(t) =500*0.7377(1 horas ) * & 7"t *% |

v(t) =368.85(1 /horas ) * §*77thoa)t aste concepto es valido para cualquier exponente donde

esté definido. Por lo tanto, la velocidad instantanea es: v(t) =368.85(1/horas)*&"37oe)t - grafica

en tu cuaderno de trabajo o apoyandote con GeoGebra, visualizaras el movimiento del objeto velocidad
instantanea.
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2000

Iy : —851.58x + 1.07y = 256.16
1800 Recta
Tangente a

la distancia

Tiempo | Distancia
500

1037.54
2152.98
4467.61
9270.64
19237.33
39919.02
82835.18
171889.67
356684.92
10 740149.96
Tiempo | Distancia
(1.07,0) | 1091.19

1600

curva
exponefitial

1200

*~----

funcién/
800

Distancia

O o~NOOE W -=O

dist(x) = 500 "7

600

Velo(x) = 0.73 - 500 73
funcién

100 Velocidad

2 3 4 5 6 7 8 9 10

~
o

Figura 3.4.7. cultivo - exponencial-velocidad.ggb

Ejercicio: Determina la ecuacién de la recta para t =8 segen el ejemplo 2.

1. Un estudiante se mueve en linea rectzon una trayectoriadefinida de distanciaen funciéndel

tiempo d(t) =0.2 €™ definidos enti [0, 14®g]

Realiza las siguientes actividades:

a) Grafica la funcion distancia d(t) =2 €' definida ti [0, 5eg]
b) Determina la velocidad instantanea en los tiempos t | [O, 5eg]

y grafica la velocidad instantanea = derivada
c) Halla la recta tangente que pasa por el punto t =3seg
d) Describe el comportamiento fisico del estudiante que se mueve en linea recta.
e) Realiza una comparacion de los datos con la pandemia existente.

f) Visualiza y que concluyes de la variacion de los coeficientes.
0
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Ejercicios Adicionales

1. Una poblacién de bacterias crece de acuerdo la formula B(t)=c €' donde c y k son

constantes y B(t) representa el nimero de bacterias en funcion del tiempo. En el instante t =0

hay 10° bacterias.

¢ Cuanto tiempo habra 10" bacterias, si en 12 minutos hay 2x10° bacterias?

2. Se tiene una muestra de estudiantes del CETis No. 132 cuyo peso fueron registrados, si la
ecuacion que cumple la densidad de probabilidad esta definida por distribucién de pesos es:

8 = 2
lax-x O

e

e
s\V2p

Si § =3.23, Desviacion estandar

f(x) =

X = 1.6836m, Media aritmética

f (X) = Funcion de densidad de probabilidad
p =3.1415926535 Numero irracional

a) Grafica la funcion de densidad de probabilidad para una muestra
b) ¢Cual es la derivada de f(X) o la velocidad de crecimiento?

c) Datos registrados

N* de
datos

1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16 17 18 19 | 20 )| 22

Estu.m | 1.65| 165 1.71 181 172 1.7 | 1.76| 1.67| 1.79( 167 1.64| 1.66| 1.64| 1.7 | 162| 1.74| 1.66| 1,66 169| 16 | 1.62| 163

DGETI Academia Nacional de Matematicas 145



Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales @

3.4.2 Derivaciéonde funcionedogaritmicas

©)

Definicién de logaritmo: El logaritmo de un numero real positivo en una base determinada es

el exponente al cual hay que elevar la base para obtener dicho nimero.

[ B
Argumenta o :
antilogaritrmo E!p-:'Ien e
I l = b =
nga =C & l - Ei
base del logaritme logaritme base  potencia
- W,

Ejemplo:

aé€ 0 ¢ ¢ T

Tipos de logaritmos: Los logaritmos pueden estar en diferentes valores de base, los mas

usados en las matematicas son dos tipos, los logaritmos en base 10 y los logaritmos naturales,

vamos a definir brevemente cada uno de los logaritmos para entenderlo mejor, pero antes vamos a

observar la gréafica de la funcion Q y la funcién & & dichas funciones son crecientes y continuas en

sus respectivos dominios, tal como se ilustra en la imagen.

fex) =e*

DGETI
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Figura 3.4.9. Exponencial i Logaritmo natural
Logaritmos en base 10: Los logaritmos en base 10 son logaritmos también

llamados logaritmos vulgares o logaritmos decimales, estan representados por el simbolo I TyQor lo
general no se le coloca la base, pues se entiende que esta en base diez (10).

Ta aé€ «

Logaritmos Naturales o Neperiano: Estos logaritmos estan representados simbdlicamente
comol lysubaseeselnimeroAcuyo valor irracional es de 2.71828:
Ta 0«

Propiedades de los logaritmos naturales:

\

agp 1
ag&d p
a € @
Q Q

Otro tipo de logaritmos adicionales a los dos anteriores son:

Logaritmo binario: Asimismo, existe el logaritmo binario, una funcién particular con

relevancia en el campo de la Informatica donde se trabaja en base 2 para obtener

Logaritmo en cualquier base H
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Actividades de Apertura

Leyes de los logaritmos: Puesto que los logaritmos son exponentes, las leyes de los
exponentes dan lugar a las leyes de los logaritmos.

Sea (un nimero positivo con & p. Sea 6 w6, ndmeros reales cualesquieracon & Ty 6 T

LEY DESCRIPCION

1-0€ V0 €M aed El logaritmo de un producto de niUmeros
es la suma de los logaritmos de los
nameros.

El logaritmo de un cociente de numeros es

S)

2-0¢€™Q ae® a¢
la diferencia de los logaritmos de los
nameros.

3-ae® o0zaed® El logaritmo de una potencia de un
namero es el exponente multiplicado por el
logaritmo del nimero.

4-0 € WD -a¢& El logaritmo de una raiz n de un nimero

es la n dividiendo al logaritmo del nimero.
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Ejemplo:

1- 4610 G0 &é Q7Y

aé&Xe v
2-ae@Qm aeQ a¢e Q
aEMe T
3-a £1Q o0 ¢ 1Q
oC¢ ¢

4-0 ¢ UWpT -& £ g
-¢® C
Cambio de base
Para algunos propdésitos, se encuentra que es Util cambiar de logaritmos de una base ®
logaritmos de otra base. Suponga que se da & € My se quiere hallar & ¢ (®Sea.
W aém

Se escribe esto en forma exponencial y se toma el logaritmo, con base & de cada lado.

©
aedm aé¢m
wa ¢ d aémd
o B 3 O

© yE®

Forma exponencial
Tome & € '@k cada lado
Ley numero 3 de logaritmos

Divida entre & ¢ @

Ejemplo: Evaluar logaritmos con la férmula de cambio de base

Use la férmula de cambio de base y logaritmos comunes o naturales para evaluar cada

logaritmo, correcto hasta cinco decimales.

weE PG
Solucién

¢ Se usa la féormula de cambio de base con® oy & p T

a€ g —

® & € &m

& ¢puyu

e

& Se usa la férmula de cambio de basecon @ vy & Q "
e QET
aedon —— pPopov
oo il
‘
DGETI Academia Nacional de Mateméticas



Célculo Diferencial: Aprendizajes Esenciales <g/)

@@} Actividades de Desarrollo

Las funciones logaritmicas son consideradas también como funciones transcendentales, las

reglas de derivacion para esta clase de funciones son:

7 O— —
g9 Q— —z—
T O—— —za£ém

I.- Encuentra los ejercicios de las siguientes derivadas
a) Qw o

Solucién aplicar la regla de derivacion:

Q0
~0d  To
Q—— ==
Qw o
!\Q d) -
e o v
e o OOV
Qw —— A Alsimplificar: W
b) Qw da¢Qw o
Solucion aplicar la regla de derivacion:
Y £60 Qo
ae6Q oy
— " D@y
Qw
P w a €CB, Al resolver: P ——a €]

Il.- Nuestra siguiente actividad consiste en observar el siguiente video de Khan Academy, para

la derivacion de logaritmos con base arbitraria.

>
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https://es.khanacademy.org/math/new-calculus/taking-derivatives-calc/logarithmic-

v functions-differentiation-calc/v/derivative-of-log-with-arbitrary-base

KHAN

ACADEMY

) QO G ¢ Uw

Solucién la regla de la derivacién:
. Qo

oo~ L6 P

Qw 0 a&

NMw a8
Aplicar la derivacion de la raiz cuadrada

. Q0
O Al
o 2O
Qw cpmo

Q w =

Q w o=

Qe == —

P — — A Al simplificar: P —

lll.- Analiza el siguiente video.
https://es.khanacademy.org/math/new-calculus/taking-derivatives-

calc/logarithmic-functions-differentiation-calc/v/derivative-log-

v properties
KHAN
ACADEMY

151
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Ejemplo 1: Efectuemos la siguiente derivada aplicando la ley de logaritmos.

Qw Getvw Y w T
Aplicar la ley de logaritmos No. 1

Qw adgtuvw Y aeaw T
En este logaritmo usar la ley de logaritmos No. 3

Qw aetuvw Y o0&w T
Desarrollar la derivada de logaritmo natural.

QP —— O

P — 0 —

Ejemplo 2: Realiza la derivada de la siguiente funcién en un punto en especifico.
@
W

o . .Q
Qw a¢
C P
Usar la ley de logaritmos No. 2
Qw o0& a&L o

Desarrollar la derivada de logaritmo natural.

~C @ ~C W
P 6 oo Yon
¢ W C o
s qa) q&)
g o ¢ W ¢
() W
Loy S ‘ S ‘
¢ W ¢ W
9 6 T CW T CW
C W ¢ ®
o+ (oo
w :
@ T

El punto especificow p
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P — Resultado Qo -

Ejercicio: Determina la derivada de las siguientes funciones logaritmos.
a w a¢&Ww v

by ® aé Q@

c) Qv a¢& Qu p
d Qv aé¢ D

e) Quw atvw

) @ o o

g 0 O&—

hy ® ©a&kon ¢

) © Qaé¢@

D o a&m p W q
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Actividades de cierre

El modelo de Count es una formula empirica que sirve para predecir la estatura de un nifio en edad

preescolar. Si h denota la estatura (en cm) y x la edad (en afios), entonces:
Q X’ CYudp mad R ¢ @&
Para - @ @€ i

a) Pronosticar la altura y la rapidez o tasa de crecimiento de un nifio tipico de dos afios

b) ¢A qué edad se alcanza la mayor rapidez de crecimiento?

Actividades de contexto o Transversales

Laleyenda de Sissa: El origen del ajedrez.

Hace mucho tiempo, en uno de los reinos de la antigua India, en lo que hoy seria Pakistan o Afganistan,
vivia un desdichado rey. Este rey, rico y poderoso, habia perdido toda su felicidad al perder un hijo en

la guerra.

Melancdlico y devastado por la muerte de su adorado hijo, el rey se abandoné a si mismo, y descuidaba
sureinoy alos que en él vivian. Tal era el estado en el que estaba sumido el rey, que sus mas cercanos
consejeros y ministros se esforzaban por animarlo: invitaban a cantantes, musicos o bailarines para
gue trataran de distraerlo y que con ello el rey volviera a ocuparse de su reino. Y sin embargo, él no
podia dejar de pensar que la victoria en la guerra habia significado la pérdida de su hijo. El rey era

tremendamente infeliz.

Preocupado por el estado del reino a consecuencia de la tristeza de su rey, un sabio, Sissa decidié
crear un juego que consiguiera devolverle parte de su alegria al rey, ademas de hacerle comprender

sus errores en la guerra.
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Tras reflexionar largo tiempo, Sissa, con su juego preparado, decidié presentarse frente a su rey para
mostrarselo. Asi pues, abri6 una caja y aparecieron ante el rey: Un hermoso tablero de madera, con 64
casillas y 32 figuritas también de madera. Tras explicarle a su rey que era un juego de guerra en el que

participaban dos personas, y explicarle sus reglas, se pusieron a jugar.

Emocionado por el juego que acababa de descubrir, el rey jugé durante horas y
dias y semanas contra todos sus ministros, consejeros y todo aquel dispuesto a
retarle. Agradecido de que por fin alguien hubiera conseguido distraerlo, le ofrecié

a Sissa cualquier cosa que este quisiera. Tras mucho insistir, puesto que Sissa se

negaba a aceptar sus regalos, el sabio aceptd y le pidi6 a cambio de su juego lo

P siguiente:

fQuiero un grano de trigo en la primera casilla del juego, y 2 en la segunda, y 4 en la tercera y asi
sucesi vadmemllt eréey, rgugadlguienftendanta salnduria, capaz de crear un juego como
aqguel, le pidiera tan poco, ordené a sus ayudantes que calcularan el nimero total de granos de trigo y

se los dieran a Sissa.

Tras unas horas calculando, los ayudantes se acercarony le comunicar on al rey ASu
en el reino cantidad suficiente de trigo para

de trigo equivalia a:

Y p ¢ 1T E g ¢ ¢ p

Es decir, j18 446 744 073 709 551 615, granos de trigo!

El rey quedé boquiabierto, jjamas podria haber imaginado que lo que el sabio le pedia era imposible
de pagar incluso con sus enormes riquezas! No obstante, satisfecho por haber conseguido que el rey

volviera a estar feliz y por la leccion matematica que le habia dado al reino, Sissa renuncid al presente.
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1. Conociendo esta leyenda un estudiante hace el siguiente cuestionamiento. ¢,Si una persona

recibi6 la cantidad de 65,535 granos de trigo, a cuantas casillas del tablero corresponden?

La tabla muestra las temperaturas (°F) de ebullicion del agua a ciertas presiones P (Ib/in?).

P 5 10 14.696 | 20 30 40 60 80 100
(1 atm)
T 161.92 | 193.48 | 212 228.07 | 250.20 | 266.96 | 292.38 | 311.91 | 328.06

Bajo el siguiente modelo que ajusta los datos es: Y Y goX 0 B @ & x8o pI0, determina:

a) Representa los datos y modelo graficamente.
b) Encuentra el ritmo o velocidad de cambio de T respecto de P cuando0 p r—y0 X F—.

Grafica la velocidad de cambio.

'!=!" Ejercicios Adicionales

Determina la derivada de las siguientes funciones logaritmos.

a) Qu 0€&€Q ¢

b) Quw a€&€d v

c) w a¢

dQ aét

e) O O0E&Tw ww O X
i QO G Eow @

9 Qw a&dp T » ¢

h) @ Wod & 6 T
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3.4.3. Derivacién de funciones Trigonométricas

Actividades de Apertura

Las oscilaciones, forman parte de la vida, de la experiencia y del vocabulario ordinario. Los
movimientos de vaivén, una forma de oscilacién basica, son bastante habituales y faciles de observar
en la naturaleza, por ejemplo: en el movimiento de un columpio, el péndulo de un reloj o la forma rizada
de la superficie del agua como consecuencia de las ondas que se generan en ella.

En matemaéticas, este tipo de trayectorias se representa mediante las funciones trigonométricas
como seno, coseno y tangente. En ésta unidad analizaremos las caracteristicas de éste tipo de
funciones. Observa por ejemplo como se obtiene la gréfica de la funcion seno a partir de

P Mientras el punto tiempo se mueve a lo largo del segmento horizontal y el punto
A se mueve alrededor del circulo, el punto Seno traza el seno de Z~DOA.
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Figura 3.4.11. Aplicaciones cotidianas

Con respecto a las trayectorias descritas por las funciones trigonométricas, en Calculo se
analizan problemas como: ¢, Cual es la rapidez o la velocidad instantanea en un punto definido de la
oscilacion?

Para tal fin se aplica el modelo matematico de la derivada del seno y coseno de un angulo

arbitrario a .

Y
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https://es.wikipedia.org/wiki/Reloj_de_p%C3%A9ndulo
https://es.wikipedia.org/wiki/Onda
file:///M:/NUEVOS%20VIDEOS/2020%20Gerardo/manual%20calculo%20diferencia%20seno.ggb





























































